GEOMETRIA (Selectividad 2017) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU- O COMO SE LLAME LA SELECTIVIDAD DE 2017

1. Andalucia, junio 17

Ejercicio 4B. Sean los vectores 4 =(1,0,1), Vv =(0,2,1)y w =(m, 1, n).

(@) [1,25 puntos] Halla m y n sabiendo que U, Vv y w son linealmente dependientes y que w
es ortogonal a U.

(b) [1,25 puntos] Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraedro determinado por U,
V y W tenga volumen 10 unidades cubicas

Solucién:
a) Si los vectores U, Vv y w son linealmente dependientes, entonces:

1 01

0 2 1|=0= 2n-1-2m=0=2n-2m=1.

m 1 n
Si wesortogonalatd =>w -0 =0=(m,1,n)-(1,0,1)=0= m+n=0.

) . 2n-2m=1 1 1
Resolviendo el sistema > m=—=;n==.
m+n=0 4 4

b) Del volumen del tetraedro viene dado por V; =%‘ [d, v, w] |.

Paran=1y V, =10 se tiene:

1 10 1 1-2m =60 — m=—>2
V=20 2 1 =2h-2m[=10 = [1-2m[=60= 2.
6| 4 © 61

—1+2m:60—>m:5

2. Aragdn, junio 17
a) (1 punto) Sea m una constante real. Determine la posicion relativa de los planos siguientes,
segun los valores de m:

X=A+L
T.MX—6y+2z=2 mw:y y=1-A
2=2-27+p
b) (1 punto) Determine el angulo que forman las rectas:
r:{x+z:1 < {2x—4y—22:0

y=0 X+y+3z=-1
Solucion:
X 1 1
a) La ecuacion implicita del planon”es: w:|ly-1 -1 0|=0<n:x+3y—z=1.
z-2 -2 1

Los vectores caracteristicos de ambos planos son:v. = (m,—6,2) y V.. =(1, 3, -1).
Estos vectores son paralelos cuando m = -2, pues se tendria V. = (-2, -6, 2) = 2:V_.; luego si

m = -2 los planos seran paralelos.
En los demas casos, esto es si m # -2, los planos Ty n” se cortaran.
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GEOMETRIA (Selectividad 2017) 2

b) El angulo que forman dos rectas es el que determinan sus correspondientes vectores de
direccion.
Las ecuaciones parametricas de ambas rectas son:

x=t
X+z=1 z=1-x ~
r: =Tr: =r:« y=0 - v =(1,0,-1).
y=0 y=0
z=1-t
x=—g—§h
3 3
2X—4y =2z E1+4E2 [6x=-4-10z
S: y =S =S: y:—l—ih — V, = (-5,-4, 3).
X+y=-1-3z '2E2-El|6y=-2-8z 3 3
z=h
Con esto:
V, @ 0, -1-(-5 -4,3 -5-3 4
cos (r, s) =cos(V,, V, —— =1 =cos(r,s)= = =——.
e 1= ARA {250 Jio 5

El angulo que forman es: a = arccosg ~ 36,87°

3. Asturias, junio 17

X+2y=-1 —
3. Dadas las rectas r:{ yl y s:x+1=—y21=z. Calcula:
=
a) Un vector director de cada recta. (0,75 puntos)
b) El angulo que forman las rectas. (0,75 puntos)
c) El plano paralelo a las dos rectas y que pasa por el punto A(1, 2, 1). (1 punto)
Solucion:
a) Expresando ambas rectas en sus ecuaciones paramétricas, se tiene:
X=-1-2t
X+2y=-1 X=-1-2y . _
r: =>r: = riqy= t — Vector director: V, = (-2, 1, 0).
z=1 z=1
z=1
. x=-1+h
S: X+1:yT_ =2z = r:qy=1+2h — Vector director: V= (1, 2, 1).
Zz= h

(-2, 1,001 2 1) -2+2 0O
|”||| 2 ez 30 x/_

El angulo que forman es: o =arccos0=90°. Son rectas perpendiculares,

b) cos (r, s) =cos(V,, V,) = = cos (r,s) =

¢) El plano pedido viene determinado por el punto Ay por T
los vectores de direccion de ambas rectas. *
Sus ecuaciones paramétricas son:
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GEOMETRIA (Selectividad 2017) 3

x=1-2t+h
Ty =2+t+2h.
z=1 +h

4. Asturias, junio 17
3. Dados los puntos A(1,2,0), B(-1,1,1), C(0,0,1), D(4,1,3). Determina:

a) Si los cuatro puntos son coplanarios. (0.75 puntos)

b) La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano 7 que contiene los puntos A, B,C. (1 punto)

c) El punto de corte de la recta r con el plano . (0.75 puntos)
Solucidn:

a) Los cuatro puntos estaran en el mismo plano si los vectores AB, AC y AD son linealmente
dependientes.

AB=(-1,1,1)-(1,2,0=(-2,-1,1); AC=(0,0,1)—-(2,2,0) = (-1, -2, 1);

AD =(4,1,3)-(1,2,00=(3,-1,3)

-2 -11
Como |-1 -2 1/=10-6+7 =0, los cuatro puntos no son coplanarios.
3 -1 3

b) El plano que contiene a los puntos A, B 'y C viene determinado por el punto A y por los
vectores AB y AC. Su ecuacion es:

x-1 -2 -1
n=|y-2 -1 -2/=0=x-1+y-2+3z=0=>x+Yy+3z-3=0
z 1 1
El vector director de la recta buscada es V. =V, = (1, 1, 3). Si la recta pasa por D(4, 1, 3), su
X=4+t
ecuacion serd: r:q y=1+t . .
v, +D
z=3+3t i ' {Fr
_ Jal—3 |,
c) El punto de corte de la recta con el plano se halla sustituyendo ST Twe ]
las ecuaciones de la recta en la del plano. T
-
4+t+1+t+3(3+3t)-3=0 = 11t +11=0=t=-1

El punto de corte es P(3, 0, 0).

5. Baleares, septiembre 17

Ejercicio B3.

Dados los puntos A(1, 0, 3) y B(1, 3, 4), hallar los puntos situados en el plano z = 1 que
formen con los puntos A 'y B un triangulo equilatero. (6 puntos) Hallar el volumen del
tetraedro formado por los 3 puntos anteriores y el origen de coordenadas. (4 puntos)
Solucion:

La distancia entre los puntos Ay B es: d (A B)=+3"+1* = J10.

Los puntos del plano z = 1 son de la forma P(x,y,1).

Si se quiere que el triangulo ABP sea equilatero hay que exigir que:
d(AP)=d(B,P)=d(AB)=410.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano




GEOMETRIA (Selectividad 2017) 4

d(A,P):\/(x—l)2+y2+22 =10 = (x-1)"+y?+22=10 = x*—2x+y*=5 [1]

d(B,P)=(x-1)° +(y-37 +3 =10 = (x-1) +(y-3 +3 =10 =
= xX*-2x+y*-6y=-9 [2].
Sustituyendo [1] en [2] se tiene: 5—-6y=-9= y = % :
2
Volviendo a [1] » x° —2x+(gj =5 = 9x*—18x+4=0 = x = 1. (La soluci6n es (nica)

Por tanto, el punto pedido es P(1, 7/3, 1).

El volumen del tetraedro determinado por los puntos A, B, P y O es:

1l o3 1], 28 2
V,=2Ill 3 4 =—‘3——+7—9‘=—5 u®,
6 3 18

1 7/3 1

6. Cantabria, junio 17 (EXAMEN N° 1)
Ejercicio 3
Sea P el punto (0, 2, 2). Sear la recta expresada de forma continua:
X2 y 2+l
41 2
1) [0,75 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de la rectar.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distanciade P ar.
3) [1 PUNTO] Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.
Solucién:

1) Haciendo r :%2 = % = ZTH =t y despejando cada una de las coordenadas se obtienen sus
X=2+4t

ecuaciones parameétricas, que son: r:s y = t.
z=-1+2t

2) La ecuacidn de la distancia de un punto P a una recta r es:
‘ﬁxvr‘

d(P,r)= , siendo A er.

Ve |
En este caso:
A=(2,0,-1),P=(0,2,2), AP=(-2,2,3), V.= (4,1,2).

ul l]2 u3
APxV, = |2 2 3|=(1 16, ~10) = [APxV,| =1’ +16° +(-10)° =/357 .
4 1 2
El médulo de V, : [V,| =42 +1% +22 =/21.
/357
Luego d(P,r) =1 = \17.
go d(P,r) VoL
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v, ,
3) El vector normal del plano pedido es V., =V. = (4, 1, 2). Si contiene al P*
punto P(0, 2, 2), su ecuacion sera: /Y,
n:4x+(y-2)+2(z2-2)=0 < n:4x+y+2z-6=0. / -
{
.

7. Cantabria, junio 17 (EXAMEN N° 2)

Ejercicio 3

SeanA=(-2,1,0),B=(1,1,1),C=(2,0, 2) tres puntos de R®,

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano que pasa por A, By C.

2) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion continua de la recta BC.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del triangulo definido por ABC.

4) [0,25 PUNTOS] Determine, usando el producto escalar, si los vectores G =(3,0,1)y vV =

(4, -1, 2) son ortogonales.

Solucién:

1) El plano pedido viene determinado por el punto Ay por los vectores AB y BC.
AB=(1,1,1)-(-2,1,0)=(3,0,1); BC=(2,0,2) - (1,1, 1) = (1, -1, 1)

Su ecuacion es:

Xx+2 3 1
y-1 0 -1=0= x+2—(y-1)2+2(-3)=0=>x-2y-3z+4=0
z 1 1

2) La recta BC viene determinada por el punto B y por el vector BC. Su ecuacion continua es:
o x-1 y-1 z-1
S T T

3) El area del triangulo viene dada por S = %‘ﬁx ﬁ‘ .

l].1 UZ u3
ABxBC=(3 0 1|=(-1-2,-3)— %\Ex@\%w—nz+(—2)2+(—3)2 =%J1_4.
1 -1 1

4)Como u -V =(3,0,1) - (4, -1, 2) = 12 + 2 =14 estos vectores no son ortogonales.

8. Castilla La Mancha, junio 17
4A. Dado el punto P(2, 0, -1) y las rectas

— X—y+2z2+4=0
pXz2_y+l zo SE{ Y

1 2 0 X+7+1=0

a) Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por P es paraleloary
as. (1 punto)

Solucion:

Estudiando la dependencia lineal de los vectores v, , V, YRS, siendoR eryS € s, se

determina la posicion relativa de ambas rectas: si esos vectores son linealmente
independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente dependientes, estan en el mismo
plano.

Se expresa s en forma paramétrica:
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X=-1-t
X—y+2z+4=0 y=X+2z+4 y=3+12
S= = S= =>S= =>s=< y=3+t
X+z+1=0 X=-1-12 X=-1-12 Lt

Luego:
V. =(-1,2,0), Vv=(-1,1,1) y RS=(-1,3,0) - (2,-1,0) = (-3,4,0)

-1 20

Como |-1 1 1|=4-6=-2, los vectores son linealmente independientes. En
-3 40

consecuencia, las rectas r y s se cruzan.

b) El plano pedido viene determinado por el punto P(2, 0, —1) y por los vectores de direccion
de ambas rectas.

Sus ecuaciones paramétricas son: i s
X=2-t-h x=2 -1 -1
n=4y= 2t+h =>n=|Yy 2 1|=0=
z=-1 +h z+1 0 1

t=2(X-2)+y+z+1=0=>n=2x+y+z-3=0

9. Castilla La Mancha, junio 17

4B. a) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta, en su forma general o implicita, que
contiene a los puntos P(0, 1, -2) y Q(4, -3, 0). (1 punto)

b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de P y Q y que pertenezca a la recta

X=2+A
r={y y=-x L e R. (1,5 puntos)
z=-5

Solucion:
a) Su vector director es PQ = (4, -3,0) - (0, 1, -2) = (4, -4, 2).
Su ecuacién en forma continua es: s = % = y—;l = ZLZZ — (Multiplicando en cruz...)

.o —4x=4(y-1) [ x+y-1=0

| 2x=4(z+2) "~ |x-2z-4=0

b) Sea R=(2+A,—A,~5) un punto genérico de la recta r. Se desea que:

2

d(P,R)=d(Q.R) = \(2+1) +(L+2) +(-2+5) =(2-1) +(-3+1)’ +(5) =

= (2+1) +(1+1) +(-2+5) =(2-1) +(-3+1) +(5) = 16A=24= 1=

N w

El punto buscado es R(%,—%,—SJ .
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10. Castillay Ledn, junio 17
Determinar la recta r que es paralela al plano t=x—-y—z=0 y que corta

x-1_ y;rS _Z _42 en el punto P(2, -1, —2). (2,25 puntos)

perpendicularmente a la recta s =

Solucion:

1) La recta r debe estar contenida en un plano n” paralelo a m. Por tanto, su vector director, V,,
debe ser normala v = (1, -1, -1).

2) Su vector director , V., también debe ser perpendicular a v, = (1, 2, —4).

Por tanto:

l_jl UZ u3
V=V xV=|1 -1 -1/=(6,33) >V, =(2,1,1)
1 2 4
Como tiene que pasar por el punto P(2, -1, —2), las ecuaciones paramétricas de r son:
X=2+2\
r=qy=-1+A
Z=—-2+L

11. Castillay Leon, junio 17
E2. Dado el plano t=3x+y+z—-2=0 y los puntos P(0, 1, 1), Q(2, -1, —3) que pertenecen al
plano &, determinar la recta del plano que pasa por el punto medio entre Py Q y es
perpendicular a la recta que une estos puntos. (2,25 puntos)
Solucién:
(Este problema es parecido al anterior).
La recta pedida debe pasar por el punto medio, M, y su vector de direccion ser normal av_ y a
PQ.
Los puntos dados son del plano: verifican su ecuacion.

0+2 1-1 1-3

Punto medio entre P M= , , =(1, 0, -1).
yQ (2 . 2]( )

Vectores:
PQ=(2,-1,-3)-(0,1,1)=(2,-2,4); v. =(3,1,1).

l_jl u2 u3
V=V xPQ=(2 -2 —4=(2, -14,8) -V, =(1,-7,4)
3 1 1
X=1+A
Ecuacion de larecta: r=9 y=-7A .
z=-1+4\
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12. Catalufia, junio 17
2. Considereuels plans 7: 5x - y -7z =1im: 2x + 3y + z=5.
a) Determineu I equmo general (és a dir, la que té la forma Ax + By + Cz=D) del pla
que passa per l'origen de coordenades i és perpendicular als plans 7 i 7,.
[1 punt]
b) Calculeu I'angle que formen els plans 7, i 7,
[1 punt]
Solucion:
a) El vector caracteristico (normal), v_, del plano == Ax+By+Cz =D debe ser

perpendicular comun a los vectores caracteristicos v, = (5,-1,-7) y v, = (2, 3, 1) de los
planos dados. Ademas, si pasa por el origen de coordenadas, D = 0.

Por tanto:
U U U
V, =V, xV,=|5 -1 —7:(20, -19, 17).
2 3 1

Su ecuacion serd: ©=20x—-19y+17z=0.

b) El &ngulo que forman los planos m; y m; es el que forman sus vectores caracteristicos.

cos(V,, V,,) = (5 -1 N2 3 1) 1087 4 angulo (my, ) = 90°

\/52+(_1)2+(_7)2_\/22 132412 \/ﬁ\/ﬁ

Son planos perpendiculares.

13. Comunidad Valenciana, junio 17

{ X+y—-z+1=0

Problema A.2. Se dan el punto P = (1, 1, 1), larecta r: y el plano
X+2y—z-1=0

7. X+ Yy + z = 1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado, las ecuaciones de:

a) El plano que contiene al punto P y a la recta r. (2 puntos)

b) La recta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano r, la distancia del punto
P al plano 7t y el punto de interseccion de la recta s con el plano wt. (2+2+2 puntos)

c) El plano o que contiene a la recta r y es perpendicular al plano r. (2 puntos)
Solucion:

a) Se expresa r en forma paramétrica.

{x+y—z+1:0 {x+y=—1+z
r =Tr:

X+y=-1+2 X=-3+12
=r: =Tr: .
X+2y=1+z E2-E1 y=2

| x+2y-z-1=0 y=2
X=-3+t
Haciendoz =tsetiene: r:q y=2
z=t

Su vector de direcciones vV, = (1,0, 1); el punto A=(-3,2,0) er.

El plano pedido debe contener al vector AP =(1,1,1)-(-3,2,0) = (4, -1, 1).
Su ecuacion sera:
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X=-3+t+4h x+3 1 4
Tpi:y Y=2-h =mn,:ly-2 0 -1]=0=
z=t+h z 1 1

T i X+3+3(y—2)-z2=0=x+3y-z-3=0.

b) Si la recta s es perpendicular al plano n:x+y+z=1 = vV, =vV_=(1, 1, 1).

X=1+t
Como debe contener al punto P = (1, 1, 1), su ecuacion serd: s:qy=1+t.
z=1+t
Sustituyendo en la ecuacion del plano = las ecuaciones de s se obtiene el punto de corte:

1+t+1+t+1+t=1:>t:—§

El punto de cortees Q = (l 1 lj :

3'3'3
La distancia del punto al plano puede calcularse de dos maneras.
0 d(Pry<| L2
JEi2 2| B

2) d(P,n)=d(P,Q)=\/(§J2+(§T+(§)z :E:%.

c) El plano o queda determinado por la recta r y el vector v. = (1, 1, 1).
Su ecuacion sera:

X=-3+t+h Xx+3 1
64 y=24+h =o:ly-2 0 1=0=>
z=t+h Z 1

o:—(x+3)+0(y-2)+z2=0=x-2z+3=0.

14. Comunidad Valenciana, junio 17

Problema B.2. Sea T un tetraedro de veértices O =(0,0,0),A=(1,1,1),B=(3,0,0)yC =

(0, 3, 0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano & que contiene a los puntos A, By C, (1 punto), y las ecuaciones de

la recta ho perpendicular a © que pasa por O. (2 puntos)

b) El punto de interseccion de la altura ho y el plano . (3 puntos)

c) El area de la cara cuyos vertices son los puntos A, By C, (2 puntos), y el volumen del

tetraedro T. (2 puntos)

Solucion:

a) El plano & queda determinado el punto A(1, 1, 1) y por los vectores:
AB=(3,0,00-(1,1,1)=(2,-1,-1))yAC=(0,3,00-(1,1,1)=(-1,2,-1)

Su ecuacion es:
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x-1 2 -1
n:y-1 -1 2|=0= n:3(x-1)+3(y-1)+3(z-1)=0=mn:x+y+z-3=0.
z-1 -1 -]

Si la recta ho es perpendicular al plano ©: x+y+z-3=0 = V,,=V_ =(1, 1, 1).
x=t

Como pasa por el origen, su ecuacion sera: r,,:<y=t.
z=t

b) Sustituyendo en la ecuacion del plano = las ecuaciones de I, Se obtiene el punto de
interseccion:
t+t+t—3=0=t=1 — El punto de corte es D = (1, 1, 1).

11— —
¢) El area del triangulo de vértices A, B y C viene dada por S = E‘AB x AC

Como:
U U U
ABxAC=|2 -1 -1=(3 3 3)= [ABxAC|=10+9+9=3\3
-1 2 -

NEI

Luego, la superficie del triangulo sera: S = > u

El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que lo
determinan. En este caso, los vectores: OA, OB y OC.
ComoOA=(1,1,1),0B=(3,0,0) yOC = (0, 3, 0), el volumen es:

111

0 of=lg=33
6
30

V = u

ol
N W

3
0

15. Extremadura, junio 17

En R® se consideran las rectas de ecuaciones:
r_{3x+2y:0 g X+1_y-3_z-1

X—-22=-8 2 a -1
a) Halle el valor de a para que r y s sean paralelas. (1 punto)
b) Para el valor de a obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las rectas r y s.

(1,5 puntos)
Solucion:
a) Ecuaciones paramétricas de ambas rectas.
X=-8+2t Xx=-1-2h
3x+2y=0 _ _
r: 5 8:>r: y=12-3t - Vv,=(2,-3,1); s:qy=3+ah - V.=(-2,a,-1)
X—2Z=—
z=t z=1-h

Los vectores vV, = (2,-3,1) y V,= (-2, a, —1) son paralelos cuando a = 3, en ese caso V, = —V,.
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b) Un plano perpendicular a ambas rectas es ©:2x—-3y+z=0
(Su vector caracteristico coincide con V). r
Los puntos de corte de ese plano con cada una de las rectas

son:
26 R&--.__ |8
nNr 2(-8+2t)-3(12-3t)+t=0 = t=7 =
?)
1 7 .

nns: 2(-1-2h)-3(3+3h)+1-h=0 = hz—g : S(

Con esto, d(r,s):d(R,S):»\/lszZ2 =5.

~N | w
~N | o

16. Islas Canarias, junio 17

Dados los planos: m, : x—y+3=0; m,:2x+y—-2z=0, determinar:

a) La ecuacion de la recta perpendicular a w; que pasa por el punto P(2, 2, 1). (1 punto)

b) La ecuacion del plano perpendicular a la recta que determinan m; y 7, que contiene al punto

A(1,1,-1). (1,5 puntos)
Solucion:
a) Si la recta r es perpendicular al plano n, : x—y+3=0 = vV, =v_, = (1, -1, 0).
X=2+t
Como debe contener al punto P (2, 2, 1), su ecuacién sera: r:<y=2-t.
z=1
. X—y+3=0

b) La recta que determinan los planos m; y mp €S S .

2X+y—-z=0

X=t
Haciendo x =ty despejandoy y z se tiene: s:<y =3+t .
z=3+3t

Si el plano = es perpendicular a s = V, =V_ = (1, 1, 3). Como se desea que contenga al punto
A(1, 1, -1), su ecuacién sera:
m:{x-1)+1(y-1)+3(z+1)=0 = n:x+y+3z+1=0

17. Islas Canarias, junio 17

4. Dado el plano m:5x+ay+4z—-5=0 ylarecta r :gzy%z =L42 , se pide:

a) Calcular el valor del parametro a para que la recta r sea paralela al plano =. (1,25 puntos)
b) Para a = 0, calcular el angulo que forman el plano = y la recta r. (1,25 puntos)

Solucion:

a) Larectay el plano seran paralelos cuando el vector de direccion de la recta, vV, = (2, 6, —4),
sea perpendicular al vector caracteristico del plano, v_=(5,a,4) = V.- v_=0.
V,-vV.=(2,6,-4)-(54a4)=10+6a-16=0=>a=1.

http://www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano




GEOMETRIA (Selectividad 2017) 12

b) Paraa =0, V.= (5, 0, 4).

El &ngulo que forma una recta con un plano es el complementario g/
del que determinan los vectores V, , de direccion de la recta, con 7 o ;n
v_, normal al plano. / ATl /
Por tanto, el seno del angulo (r, n)
v.v. _ (504)26 -4 _ /

sen (r, m) = cos(V_, r)—

\/52 +4° -\/22 +6° +(-4)*
10-16

NN

18. La Rioja, junio 17

2.- (3 puntos) Dados los vectores U =(2,-3,5), V =(1, 2,-2), w = (2k, -1, k).

i) Calcula el valor de k para que los vectores sean linealmente independientes.

i) Comprueba que para k = 2 los vectores forman una base del espacio euclideo
tridimensional.

iii) Halla las coordenadas del vector a = (15, —11, 18) respecto de la base del apartado
anterior.

~-0,1252 = o =97,2° = angulo (r, ©) = 7,2°.

Solucion:
2 -3 5

i) Hay que exigirque |1 2 —2/#0 = 2(2k—-2)+3(k+4k)+5(-1-4k)=0 =
2k -1 k

= 9-k#0 = k=-9. (Para k =9 los vectores seran linealmente dependientes).
i) Parak = 2 los vectores son: U =(2,-3,5), V. =(1,2,-2), w = (4, -1, 2). En ese caso, el
determinante anterior vale —11; luego los vectores son linealmente independientes. Y, por
tanto, forman base de R®.

iii) Hay que resolver la ecuacion a = xu + yv + zw, que da lugar al sistema:

2X+y+4z=15
—3x+2y -1z =-11 — El determinante de la matriz de coeficientes vale |A|=—
5x-2y+2z=18
Puede resolverse por Cramer:
15 1 4 2 15 4 2 1 15
-1 2 - -3 -11 - -3 2 -1
18 -2 2| -22 5 18 2| 11 5 -2 18| -33
X = = =2;y= = =-1;,z= = =3
|A -11 |A -11 |A -11

19. Madrid, junio 17

Ejercicio 2: Calificacion maxima: 3 puntos.

Dados los puntos P(1, -2, 1), Q(-4, 0, 1), R(-3, 1, 2), S(0, -3, 0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contienea P, Q y R.

b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py Q, y la
recta s, que pasa por Ry S.

c) (1 punto) Hallar el area del triangulo formado por los puntos P, Q y R.
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Solucién:
a) El plano plano que contiene a P, Q y R viene dado por el punto P(1, -2, 1) y por los
vectores:

PQ=(4,0,1)-(1,-2,1)=(5,2,00yPR=(-3,1,2)-(1,-2,1) = (-4,3,1) >

x-1 -5 -4
niy+2 2 3|=0= n:2(x-1)+5(y+2)-7(z-1)=0=mn:2x+5y—-7z+15=0.
z-1 0 1
X=1-5\
b) La recta r esta determinada por P y PQ. Su ecuaciones r:qy=-2+2\.
z=1
X=-3-3t
La recta s esta determinadapor Ry SR=(-3,1,2) - (0,-3,0) =(-3,4,2) > s:q y=1+4t .
72=2+2t

Puede observarse que las rectas no son paralelas, pues v, = (-5, 2, 0) y vV, = (-3, 4, 2) son
independientes (no paralelos).
Para ver si se cruzan o se cortan hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores PQ =
V,,SR=1V, yPR=(-4,3,1).
5 2 0
Como |-3 4 2|=10-10=0 = los vectores son linealmente dependientes: las rectas se
-4 3 1
cortan.

11— —
¢) El area del triangulo de vértices P, Q y R viene dada por S = E‘PQ X PR‘ .

Como:
Ul UZ US
PQxPR=|-5 2 0[=(2 5 -7)=|PQxPR|=4+25+49=1/78.
-4 3 1

V78

Luego, la superficie del triangulo sera: S = — u

20. Murcia, junio 17

CUESTION B.2:

Los vértices de un triangulo ABCsonA=(-a,1,1),B=(2, -1, 2),C=(1, 2a, 3).

a) [1,5 puntos] ¢Cuanto ha de valer a para que el triangulo sea rectangulo en B?

b) [1 punto] Calcule el &rea del tridngulo ABC para el caso a =—1.

Solucion:

a) El triangulo de vértices ABC sera rectangulo en B cuando los vectores AB y BC sean

perpendiculares. Para ello, su producto escalar debe ser 0.

Los vectores son:
AB=(2,-1,2)-(-a,1,1)=(2+4a,-2,1);BC=(1,2a,3)-(2,-1,2)=(-1,-2a+1,1)
AB-BC=(2+a,-2,1)-(-1,-2a+1,1)= 2—a+4a—2+1=3a-3=0 = a=1.
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1
a) El area del triangulo de vértices A, B y C viene dada por S = E‘AB X BC‘ .

En este caso, para a = —1:
AB=(1,-2 1);BC=(13,1)

Luego:
U U U
ABxBC=[1 -2 2|=(-8 -3 1) = |ABxBC|=64+9+1=\74.
13 1

i,

Por tanto, la superficie del triangulo sera: S = — u

21. Navarra, junio 17

y z+1

2X—-y—-2z+1=0 _x-1
3x-y-4z+46=0"" 1 0 1

halla la ecuacion general del plano m que sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia de
P amsea?2.

A2) Dados el punto P =(1,-1,0) y las rectas r z{

lucidn:
E(I)\;Jeccfor de direccion de la recta r se obtiene multiplicando vectorialmente los vectores
U U, U
normales de los planos que la determinan: v, =|2 -1 -2 =(2, 2, 1).
3 -1 4
En vector de direccion de ses: v, = (1,0, 1).
x 21
Un plano paralelo a ambas rectas biendadopor [y 2 0[=0 = 2x—-y—-2z=0.
z 11

El plano hallado pasa por el origen; todos los paralelos a él, entre los que esta el buscado, son
de laforma t=2x-y—-2z+d =0.

Como se desea que d (P,m)=2, entonces:

21-1(-1)-20+d| 3+d d=3
d(P,mt)= =2 = |—|=2= )
(P.m) Ja1ed | 3 {d=—9

Por tanto hay dos planos que cumple la condicion exigida:
m,=2X—-Yy—-22+3=0 y w,=2X-y—-22-9=0

22. Pais Vasco, junio 17
Dado el punto M(1, -3, 7), obtener su simétrico respecto a la recta que pasa por los puntos
A(1,-3,4) yB(0,-4,1).

Solucion:

Si Q es el simétrico de M respecto de una recta, se cumplen dos cosas:
« Su punto medio, R, debe ser de la recta.

« El vector MR debe ser perpendicular al vector v, de direccion de

la recta. Esto es, debe cumplirse que vV, - PR = 0.

La ecuacion de la recta que pasa por Ay B es:
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Xx=1+t
r<y=-3+t - v, = (1,-3,4)-(0,-4,1)=(1,1,3).
z2=4+3t

Sea R un punto generico de larecta: R=(1 +t,-3 +1t, 4 + 3t).
Por tanto:
MR=(1+t,-3+t,4+3t)—(1,-3,7)=(t, t, 3t—3)

Y -MR:O:>(1,1,3)-(t,t,3t—3):t+t+9t—9:0:>11t:9:>tzg.
' 11

Luego, R= Q_—Mll .
11 11 11
« Si Q=(a, b, c), el punto medio entre My Q es: R:(a;rl,bgs’mzﬁj.

Igualando las coordenadas de ambos R se tiene:

a+l 20 29 b-3 24 15 c+7 71 65
—=— =a=—;, —=—— = b=->=; —=—=c=—.

2 11 11 2 11 11 2 11 11
Por tanto, el punto el punto simétrico de M respecto de r es: Q = [%%115%)
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