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TEMA 5. Limites y continuidad de funciones
Problemas Resueltos

Calculo de limites

1. Para la funcién representada en la figura adjunta,

determina:

a) Su dominio.

b) La ecuacion de sus asintotas.

c) El valor del limite de la funcion cuando:
X—>—0;X>-2;X—>0X—> 1l Xx—>+w

d) En los puntos x =2 y x = 1, indica el signo de los

limites laterales.

Solucion:

a) Dominio: R — {-2, 1}.

b) Verticales: x=—2y x=1. Horizontal: y=2.

C)Si x—>—mo, f(X)>2; six—>-2, f(xX)>=xo; six—>0, f(x)—>0;

six—>1, f(X)>+0; SiXx—>+o0, f(X)> 2.

d) Il’n; f(X) =+0; Iirr21+ f(X) =—0, IirI] f(X) =—0, Iirp f(X)=+o0.

2
2. Dada la funcion f(x) =2X—46, calcula su limite en los siguientes puntos:
X

a)x=-1 b) x=-2 c)x=2 d)x=3
Solucioén:
- x*-4 1-4 3
a) lim — = =—
x>-1xX°—X—-6 1+1-6 4
2 —_— —_— p—
b) lim 2x 4 P}: (x—2) +2):|, x-2_ -4 _4
x>2X°—-x—-6 |0 x>=2 (X#2)(Xx—3) x>2X-— -5 5
2_
c) lim ZX 4 =i=0
-2X°—-Xx—-6 -4
2_
d) |im2"—4:F}:oo No existe.
x>3x°—x—-6 |0
3. Halla el valor de los siguientes limites:
) lim—>—4 b) lim—X 3% ¢) lim X 2X=3
x>4 X° —X—=12 >3 X° +X—-12 x>-12X° +x-1
Solucion:
. X—4 0 . X—4 1 1
a) lim—————=|—|=Ilim =1im ==.
o4 x?—x-12 [ 0] x4(x-4)(x+3) x=4x+3 7

La descomposicion x* —x—12 =(x—4)(x+3) se obtiene resolviendo la ecuacion
x*—x-12=0.
2
b) lim—*+3%__18_
©3X +x-12 0
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& lim x2_2x—3_{9} lim (x+1)(x=3) _ X=3_—4_4

o1 2% +x-1 [0 =1(x+1)(2x-1) »~12x-1 -3 3’
La descomposicion 2x* + x—1=(x+1)(2x—1) se obtiene dividiendo por Ruffini.

4. Halla el valor de los siguientes limites:

x* —3x+2 XP=3x+2 . x*-3x+2
a) Im— b) lim ————. ¢ lim ———.
x>2 X% +3X+ 2 x>-2 X +4X+4 x>-2 X° —2X+1

Solucién:
x3—3x+2_—8+6+2_{0}_ () -2x+D) L xoxel 9
X—>—2

- hd - -9,
X +3x+2  4-6+2 (x+2)(x+1) 2 x+1 -1

a)

=l51=
La descomposicion x° —3x+2 = (x+2)(x* —2x+1) se obtiene dividiendo por Ruffini.

by lim ) [9}_ _ (x+2)(x2_2x+1)_ - X2—2X+l_{g:|_
DX s ax+a 0] x> (x+2)2 x>2 X472 0
o) lim -3x+2 _0_
x—>2x2-2x+1 9
5. Resuelve los siguientes limites:
x* +x? —8x—12 . x*-8 3t —x*—x?
a) lim b) lim C) Ilm—2
x>-2X* +4x° +5x* +4x+4 x>2 X—2 x-0 x> —4x* +5x
Solucion:

x®+x*-8x-12 [0} . (XA 2)(x* —x—6)
lim =|—=|=lim
x>2x* +4x% +5x* +4x+4 |0 H—2(x/‘(2)(x +2X* +X+2)

proceso) = lim (x4/2)(x—3) I|’mX2__3:__5:—1.
o2 (W4 2)(X°+1) x2x’+1 5

Las descomposiciones factoriales se hacen dividiendo sucesivamente por x + 2.

3 2
b) lim X 8:H=|fm(x\@(x +2x+4)
x=2 X —2 X—»2 N

0
ax' —x°—x> [0] . x(3¢-x*-x)
) lim=—>_—— =| = | =lim
x>0 x> —4x* +5x |0 x>0 x(x —4x+5)

0 .
= = (Se repite el
[o} (Se repi

0
5

6. Halla, en funcion de los valores de p, los siguientes limites:

2 3
X — pX x> —8
a) lim——— P b) lim

x>2 X% —3x+2 2% —p

Solucion:
X>—px [4-2p o - e .
a) lim . En consecuencia, si p = 2 el limite sera infinito: no existe el
x-2 X —3x+2 0

limite.
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2— —
Pero, si p = 2, se tiene: “mx—Zx_P}:”mx(x—Z)zl,mL:gzz
-2x2 -3x+2 0] =2(x-1)(x-2) x2x-1 1
x*-8 | 0 L - .
b) lim . En consecuencia, si p = 4 el limite valdra 0.
erX _p 4—p

X3 _ _ 2 2
Pero, si p = 4, se tiene: lim 8:[9}:I|'m (X 2)(X +2X+4)— imw:&

o2x2—4 |0 w2 (x=2)x+2) =2 x+2

7. Calcula los siguientes limites:

a) Iim XXty X 0 lim—2=%
x>0 X 0 JA+ X —J4—x ol 2x-1-1
Solucion:
a) Es una indeterminacion: Img) Ix+1-1 = {9} . Puede resolverse transformando la funcion
X— X

inicial, multiplicando los términos de la expresion por el conjugado del numerador. Asi:

«/x+ 1 {0}4, (Vxri-1fvx+1-1) x+#1-1 1 1
= lim = lim =lim— ==
x—>0 0] x0 x(\/x+1+1) Hox(\/x+1+1) =0 Yx+1+1 2

b) Es S|m|Iar al anterior. Para resolverlo hay que multiplicar por la expresion conjugada del
denominador.

lim 4x {O} ~ lim 4x(\/m+\/ﬂ)
041 x—Ja—x [0 H0(\/4+x N/ XX\/4+X+\/4 x)
:I|’m4x(“4+x+m):li 4X(M+\/—) I|m2(\/E+\/ﬂ) 2(2+2)=8.

x—0 (4 + X) — (4 — X) x—0 x—0

-1 To (x—l)(«/Zx—1+1) (x-1)(v2x-1+1)
) lim—— {—}:Iim =lim =
o1 \2x-1-1 ot (Vax-1-1)(Vax-1+1) ot 2x-1-1
’ (x-1)(V2x-1+1) ’ (V2x-1+1) 144
x—1 2(X—1) x—-1 2 2
8. Calcula:
2 2 3
a) lim 2x° +10x b) Iim 3X 42 o) lim X —2
x>+ X% —3X + 4 x>+0 2X — BX x>+ X2 412X
Solucion:
Mediante la comparacion de grados los tres limites pueden hacerse directamente, resultando:
2 2 3
a) lim wzo. b) Iim 3"—42=—§. 0 lim X =2 _ o
x>+0 X° —3X + 4 X—>+°<>2x—5 5 x>+ X% 412X

9. Calcula el valor de los siguientes limites:

VX% —B5x+1 . X2 42X . 3x

a) lim X —2X+2 b) lim XXX ¢) lim ——2__
X—>00 [4X2+3X x—0o  2x —1 X—>+00 ¢X3—2X
Solucion:

a) Se escribe como una sola raiz:
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lim

x> \J4x? +3x

b) Se escribe como una sola raiz:
Iim X2 +2x oo x? +2x _ X2 +2x
e 2x—1 oo (2x-1)° 4x* —4x+1

c) Se divide el numerador y el denominador por x:
3x

X—0

\/x2—5x+1_{f}_l, \/x2—5x+1_\/l, xX*-5x+1 1 1
o0

im = |===,
4x? +3x x>0 4x? + 3X 4 2

3X

lim — —{ }— lim —2——
X—>+00 ¢X _2X w X—>+00 ’X +5X X—>+00 ’X +5X 3

10. Calcula el valor de los siguientes limites:

_ 3x? +5x . x-5 X2 =2x—(x-2)
a) lim———— b) lim c) lim
X—>00 ,X3+5X—3 X—>+%0 /3)(_’_4 X—>00 X—2
Solucién:
3x? +5x 3 5
a) Iimﬂ—{f}—h’m X* = lim +; —P}—oo
e x® +5x -3 L] 2 x®+5x-3 ** [x*+5x-3 LO
NG x4

X—5 1_§
b) Iimx—_5=[f}=h’m X _ |im —— X =H:oo_

S o P I el \F+4 0
x? X X
VX2 —2x —
X —

c) lim (x=2) = (dividiendo numerador y denominador por x) =

X—>00

x> -2x ( X — 2)
2 —
= Jim X x ) _A-1_
X—>0 X— 2 1
X

11. Calcula:

X—>+00 X—>+00 X—>+00

2 2 3
a) lim Iog(X +3Xj b) lim Iog(X +3XJ c) lim Iog( X+2j d) lim In(e”zj
X+2 X+2 +2

Solucioén:
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X+2 X+2
c) lim lo =log| lim =log0=—.
) X—>+00 g(xz +2j g|:)(—>+oo( 2 Zj:| 9

77

X"+

3x 3x lim (ﬂj
d) lim In| ex2 |=In| lim|e*? ||=Ine*>= % =|ne® =3,
X—>+00 X—>+00

s 3x
También: lim In(e“sz lim ——(Ine)=3.
X—>+00 X+2

X—>+00

12. Calcula:

a) limsin

X—»00

7\
x
+ | N
H
N
O
N
x =
L3
(@)
o
w
‘
N

¢) limtan T d) lim(tan x
)Hl (x+1) ) ﬂ( )

X—>—

2
a) Iimsin(iJ:sin m(ij =sin0=0.

x> X+1 x>o\ X +1
b) lim cos(ijzcos Iim[ij —cos X =0.

x-1 X+ o1 X+1 2

c) lim tan(ij = tan Il’m(ij = tan = =[] — No existe.
x-l X+1 1\ X+1 2

d) lim(tan x):tang:oo.

Solucioén:

n
X—>—
2

Los limites laterales valen:

lim (tan x) = tan (;J =+00, lim (tanx) = tan (g j: —o0
x—% T

13. Calcula:
2) |im(_i b) Iim(szJr?’j 0 lim (Lj d) n'm(LJ
x—>o\ SIN X X—»00 X—2 x—n/4\ tan X x—o\ tan X
Solucioén:

a) lim| — - P 4w (El limite no existe) — Debe observarse que —1 <sinx < 1.
o\ sinx ) | sin(oo)

Q0
b) I|'m(sIn X;?’J = {5} =0 — Debe observarse que 2 <sinx + 3 < 4; se hace sinx+3 —> k
X—00 X_ o0

C) Il'm( X ]= n/4 _E.(Recuerdaque tan = =1.
onla tanx ) tan(n/4) 4 4

d Iim( jz * __|=[?] > Debe observarse que lim tanx no existe.
o tanx ) | tan(eo)

X—00
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14. Halla el valor de los siguientes limites:

. _ . . (3°-9
a) lim 31/(X 2) b) lim 3X/(X+2) C) ||m(W
X—2 X—>+00 X—>00
Solucién:

a) lim 3" = [38°], que no existe. Puede ser de interés hacer los limites laterales.
X—>
Por la izquierda: lim 3"02 = [31’°sz [3’°°]= 0.
Xx—2"

Por la derecha: lim 3" = [3“ - J: [3 ] = +o0.
x—2*

oy im 30 g0z g g

X—>+0

o tim| 222 = jim[ 3 _ 2 —||'m[1— J ]—1
X300 3x+1 Xe>o0 3x+1 3x+l x| 3 3x+1 3 '

x/2

15. Dada la funcién f(x)=—
1+x

, calcula:
a) Iing)f(x) b) Iirrjlf(x) c) Iirp f(x) d) lim f(x)

¢Podria asegurarse que la funcién tiene alguna asintota? Si la respuesta es afirmativa indica
Su ecuacion o ecuaciones.

Solucioén:
x/2 0
. e
a) lim =—=1.
-0l+x 1
ex/2 e—llZ
b) lim = =+o0 = Larecta x = -1 es asintota vertical.
>-11+x 0
eX/2 e—oo 0
c) lim =—=—=0 = Larectay =0 es asintota horizontal.
x>=2]4+X —o0 —o0
. eX/2 e+oo
d) lim = = +00,

x>t0]4 X 400

— Aunque a este nivel no se tienen instrumentos para afirmarlo, con la calculadora es
50
. . : e
evidente: basta con dar a x un valor alto. Por ejemplo si x = 100, f (100) = . 5,1310".

16. Calcula los siguientes limites:

- (X x—1 . (2x—=3 x*+5x—6 - (x*-1 x*+3
a) lim - 5 b) lim -— c) lim -—
-2\ Xx—2 (x-2) x>8\ X—3 X“ -9 x>o| X —3 X

Solucién:
Surgen indeterminaciones del tipo [« — oo]. Para transformarlas se hace la resta inicial.

a) Il’m[ x _ x- j=[oo_oo]:|im(x(x‘2)‘(x‘l)j:n'm(—xz‘3"*1}:[‘_1}:00
-2 X-2 (x=2)° x—2 (x—2)2 o2 (x—2)2 0 '
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o) tim[ 2X=3 _ X +25x 6~ 100 o0] = lim (2x 23)(x+3)_x +25x 6)_
=3\ X-3 X“ =9 X3 X“ =9 X“ =9

:"m(xz_zx_s]:[g}_“ (x=3)(x+D) _ . x+1_4_2

X2 —9 0] e (x—3)(x+3) *3x+3 6 3

Xx—3

¢) |im(x2 -1 X +3j B "m((xz 1k - (¢ +3)(X—3)]:

x>0 x® —3x?

. 3x*—x®-3x+9
= [im 3 5 =3.
X X* —3X

17. Calcula los limites:

a) Iim(\/x+2\/§—\/;) b) Iim(\/x2+2x—\/x2—3x) c) |fm(\/X2—5X+4—X)

X—00 X—0 X—>»00

Solucion:
Ambos limites dan lugar a la indeterminacion de la forma [0 — oo]. Para resolverla se
multiplica y divide por la expresion conjugada.

VX4 2Vx =x [ Vx+24x ++/x
a) 1@1( /X+2 \/_) [0 — 0] _lﬂl( X+2 X)(_:;;J/gj-\i-/; X + X):

=Iim\/%— i(/_—l \/72;/_— - {—}:(dividiendoporﬁﬁ
PEIX+2VX + TENX+F2UX + 0
zf 24/x
= lim = lim Jx = 2 =
Hoo\/x+2 \/_ = x+2\/;+ﬂ 1+1
X W X Jx
b) 1im (v/x® + 2X —/x? —3x ) = [0 — o0] = li TR ) N R e
X Hw \/x +2x+\/x —3x
2 2
= lim = FoXoXT A3 = lim X = (dividiendo por x) = E
H°°\/x x4 —x X e x X —x 2

\/x2—5x+4—xX\/x2—5x+4+x)
c) limlWx? =5x+4 —x) = [o—oo| = I|’m( =
Hw( ) : ] X VX? —BX+4 +X

- X2 -Bx+4-x* —5x+4 |:oo} -
= lim = lim =| — | = (Ahora puede dividirse por x)
2 X2 —BX+4+X 7 YX®-5Xx+4+x L©
(_L—i_L‘-) _5+ﬂ 5
= |im\/?_7X = lim X ==
X* —BX+4 + X 1_5X42r4+1
X X
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Asintotas de una funcién

., 2x—-3 . .
18. Dada la funcién f (x) = T Halla sus asintotas y la posicion de la curva respecta de
X+
ellas.
Solucion:

Dom(f) = R — {-1} = en x = -1 puede tener una asintota vertical.

Como lim 2X_3:{_—5}:oo,x:—1 es A.V.
x—>-1 X+1 0

N . 2X— - .
Por la izquierda de x =-1, como lim 3 = [—5} =+o0 = larama de la asintota se va
x—>-1" X+1 0

hacia +co.

Por la derechade x =1, lim =
x—>-1" X+1

2X_ - Ve -
3_ [O—ﬂ =—oo = la rama de la asintota se va hacia —o.
o . . . 2x-=3 . 2X
También tiene una asintota horizontal, la rectay = 2, pues lim = lim—=
x—o X+1 X—0 X

X3 _2X o, (Compruébalo con

X+1

2.

Hacia +oo la funcidn toma valores menores que 2, pues

la calculadora).
Hacia —o toma valores mayores que 2, pues

six<-1, 2x=3 > 22X > 2. (Compruébalo con la '
X+1 x+1 |
calculadora). _ | y=2

Aunque no se pide, algunos de sus puntos son: - ._ R
(-10, 23/9); (-4, 11/3); (-3, 9/2); (-2, 7); (0, -3); -10 | 10
(312, 0); (2, 1/3); (5, 7/6); (10, 17/11). x=-1)

Su grafica es la adjunta.

2x+1

19. Halla las asintotas de la funcion f(x) = 5 Indica también la posicidon de la gréafica de

f (x) respecto de sus asintotas.

Solucién:
La funcion no esta definida en x = 2. En ese punto tiene una asintota vertical, pues
lim 2x+1 = > =oo — Laasintota es la recta x = 2.
x—2 X—2 0
Six—2, Im2ZH_5__ Six—2°, lim 23 _ o
x—>2~ X—=2 0 x—2" Xx—2 0F

. 2x+1
Como lim
X— X —

=2 = larectay = 2 es asintota horizontal de la funcion.

] . 2x+1
Hacia —0, lim
X—>—0 X —

calculadora).

=2~ = la curva va por debajo de la asintota. (Compruébalo con la

. . 2x+1 . .
Hacia +oo, lim =2" = la curva va por encima de la asintota.
X—>+0 X —
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20. Dada la funcion f(x) = Z txi6’ halla con detalle sus asintotas; e indica la posicion
X“ —5X+

de la curva respecto a ellas.
Solucién:

La funcion no esté definida cuando x> —5x+6=0; estoes, six =20 x = 3.
Por tanto, Dom(f) = R — {2, 3}.
La funcidn tiene dos asintotas verticales. Las rectas x =2 y x = 3, pues:

. 2 2 . 2 2

Iim————=|—|z0oylm—o———=—|=w

x-2X“—-5x+6 |0 x-3x“—-5x+6 |0
También tiene una asintota horizontal, la rectay = 0, pues lim 2# = {3} =0.
x> X —5X+6 |
Tiene tres asintotas, las rectas: x=2; x=3;y =0.

Posicion de la curva respecto de las asintotas.

Six—>2, f(x)=;—>——>+oo.
(x-2)(x-3) 0
Six— 27, f(x)—>oi — —0, .
. _ 2 ,.': ET-._
Six>3, fX)=——F—>— > o
x=2)(x-3) 0 ST e
Six— 3", f(x)—>0£+ 5 +o0. Y\

Tanto hacia —o como hacia +oo la funcion se acerca al eje OX por arriba, pues la funcion
toma valores positivos cuando x es grande.

. . . X+1
21. Determina las asintotas de la funcion f(x)=— :
X —2X
Solucién:
X+1 g . .
f(xX)== 5 no esta definida en los ceros del denominador: en las soluciones de
X® —2X

x> —2x=0, que son x =2y x = 0. Por tanto, el dominio de la funcién es R — {0, 2}.
Tiene dos asintotas verticales, pues

. x+1 [3 ] _ 4]

lim— =| = |=o0. Laasintotaes x = 2.

-2 x°=2x |0 5

lim 2X+1 = 1 =o0. La asintota es x = 0.

x>0 x°—-2x |0 — T

1 -2 0 2 4
También tiene una asintota horizontal, pues lim— " 0, 2
X—00 X f— X =

(El grado del denominador es mayor que el del denominador).
La asintota es larectay = 0. -4'|
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) L 2X2 +X .. .
22. Halla las asintotas de la funcion f(x) = —; Indica la posicién de la curva respecto

de sus asintotas.
Solucioén:
La funcidn no esté definida en x = 1. En ese punto hay una asintota vertical, pues:

_2x%+x [3
lim———=|=-|=o
x>t x—1 0
_ 3 + 3
Cuandox —> 17, f(x)—>of—>—w.Ycuandox—>1, f(x)—>0—+—>+oo. 204

Como el grado del numerador es igual al grado del denominado mas 1,
también tiene una asintota oblicua.

2
m = lim f(x):Iim 2X +x:2; 10-
X—0 X X—00 X2_X
2x2 + X 3x /
n=Ilim(f(x)—2x)= lim| ——-2x |=lim — =3. o/]
X—® x—o|  X-—=1 x>0 X —1 b

La asintota es larecta y = 2x+3.
Si se hace la resta “curva menos la asintota” se tiene:
2
1“(x)—y:M—(2x+3):i
x-1 Xx—-1
Cuando x — + oo, esa diferencia tiende a 0" = la curva va por encima de la recta.
Cuando x — — oo, esa diferencia tiende a 0- = la curva va por debajo de la recta.

-10 4

] - X +1)?

23. Halla las asintotas de la funcion f(x) = u

Solucion:

La funcion no esta definida en x = 0. En ese punto tiene una asintota vertical, pues:
. (x+1)?
Iim u
x—0 X

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es igual al del denominador
maés 1. La asintota oblicua es la recta y = mx + n, siendo:

P00 - i (XD _1.

=0 = larectax=0es AV.

m=lim—==
X—0 X X—0 X2
2
n=lim(f (x) - mx) = n’m[ﬂ—xj: Iim(szrlj:Z.
X—>00 X—>00 X X—>00 X

Larecta y = x+2 es laecuacion de la asintota oblicua.
De otra manera. Descomponiendo (dividiendo) la expresion dada:

Xx+1)% x*+2x+1 1 ]
_( ) = =X+2+— — Laasintotaes larecta y=x+2, pues para
X X

.1
valores de x muy grandes (cuando x — +w) = f(x) - x+2+0", pues el término — se hace
X

cada vez mas pequefio, aunque positivo, lo que indica que la curva va por encima de la
asintota. De manera analoga, cuando x — - = f(x) > Xx+2+07, lo que indica que la
curva va por debajo de la asintota.
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_ 2
24. Sea f(x) = 2=2X

. Halla su dominio y sus asintotas.

Solucioén:
La funcidn dada esta definida para todo valor de x distinto de 0.
4-2x?

La curva tiene por asintota vertical la recta x = 0, pues lim =
x—=0 X

Tambieén tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es igual al del denominador
mas 1.

Como f(x)= d-2x _4_ 2 —2x+ﬂ, la asintota oblicua es y = —2x.
X X X X

Nota: También podria obtenerse mediante limites.
La asintota oblicua es y =mx+n, siendo:

f(x) ,_ 4-2x° o . (4-2x7 .4
——==1lim 5 :—2yn—1m(f(x)—mx):lm . +2x |=lim—=0.

X—0 ¥

m = lim

X—»00 X X—0 X

25. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x)=e? b) f(x)=2+¢" 0 F()=— d) F(x)=e?
e
Solucion:
a) f(x)=e*? tiene una asintota horizontal hacia —o, pues lim e** = [e“”] =0. La asintota

es el eje de abscisas.
No tiene mas asintotas.

b) f(x)=2+e" tiene una asintota horizontal hacia —oo, pues lim (2+ex) = [2+e‘°°] =2.La

X—>—0

asintotaes larecta y=2.

¢) La funcién f(x)=— tiene una asintota horizontal hacia +o, pues lim ix = {i} =0.La
e X—>+0 @ 0

asintota es el eje de abscisas.

. ] , . o -1
d) f(x)=e? tiene una asintota horizontal hacia +o, pues lim e = lim —=0. La

X—>+00 X—>-+0 e2x

asintota es el eje de abscisas.
26. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x)=log(x=3) b) f()=log> ¢ f(x)= log(x* —4)  d) f(x)= ﬁ

X X
Solucién:
a) La funcion f (x) = log(x —3) est4 definida para x > 3. Tiene una asintota vertical en x = 3,
por la derecha, pues lim log(x —3) = 0.
x—3"

b) La funciéon f(x)=log 1 esta definida para x > 0. Tiene una asintota vertical en x = 0, por
X

la derecha, pues lim log 1 =+o0. Puede verse que f(x) =log 1 =logl-log x =—log X.
X X

x—0*
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c) La funcion f(x) = Iog(x2 —4) esta definida si x < -2 0 x > 2. Tiene dos asintotas
verticales; una a la izquierda de x =—2, otra a la derecha de x = 2, pues:
lim Iog(x2 —4): —oo y lim Iog(x2 —4): —0.

x—2"

X——-2"

d) La funcion f(x) = 1 esta definida para x > 0, menos en x = 1.

log x
. . . . 1 o

En x = 1 tiene una asintota vertical, pues lim—— =0,
x-1 log X 2

También tiene otra asintota horizontal hacia +oo, pues lim —— =0.
x—>+o |og X “

Su gréfica, que no es necesario hacer, es la adjunta. 5

I
|
I
I
Recuerda que log 1 = 0. T T W
I
I
I
|

Continuidad
27. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la

respuesta en cada caso.

a) f(x)=x*+8 b) f(x)=X3X+8 d) ()=

) T =5
e) f(X)=vx®-8 f) f(x)=vVx*+4 g) f(x)=

1

h) f =
)‘X)m

i) f(x)=e"" i) f(x)=ex k) f(x)=log(5x—6) 1) f(x)=log 2+2
m) f(x)=tan2x n) f(x)—smi 0) f(x) =cos(2x—1) p) f(x)== "% 2-sinx
x-1 2+ Cos X

Solucion:
Las funciones dadas son continuas en todos los puntos de su dominio de definicion. Por tanto,
en los casos dados, hay que excluir los puntos en los que no estan definidas, que son:

a) f(x)=x>+8 es continua en todo R. Los polinomios son funciones continuas siempre.

b) f(x)= 3X g es continua en R — {-2}. Puede observarse que en x = -2 se anula el
X* +

denominador.
Las funciones racionales son continuas siempre, menos en los ceros del denominador.

c) f(x)= x2X—8 es continuaen R — I— 8, \/§}

d) f(x)=

s es continua en todo R, pues esta definida siempre.
X°+

e) f(x)=+/x®—-8 es continua para todo x > 2. Estas funciones estan definidas cuando el
radicando no es negativo.

f) f(x)=+vx*+4 es continua en todo R, pues esta definida siempre.
g9 f(x)=

es continua en todo R, pues esta definida siempre.
X" +4
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h) f(x)= es continua cuando x* —2x > 0; esto es, cuando X € (—oo0,0)U(2, ).

X
VX% = 2x
Si no recuerdas como se resuelve x> —2x > 0, pincha AQUI.

i) f(x)=e*? escontinua en todo R, pues esta definida siempre.
1
j) f(x)=ex* escontinuaen R —{0}.
k) f(x)=1log(5x—6) es continua para todo x > 6/5. Para valores de x < 6/5 la funcion no esta
definida.
) f(x)=1Ilog 1

X2 +2

es continua en todo R, pues esta definida siempre.
m) f(x)=tan2x es continua paratodo X = g + k-g. Recuérdese que la tangente, tan o, no
esta definida cuando o = g +k-m . En este caso, 2x = g +knt = x= % + k-g .

n) f(x)=sin il es continuaen R — {1}.
X —
0) f(x)= cos(2x —1) es continua en todo R, pues esta definida siempre.

p) f(x)= 2=sinx es continua en todo R, pues esta definida siempre.
2+ COS X

28. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

2 ix< —x? ix< cosXx, six<0
2) f(x) = X7, S!X_l b f(x) = 1-x7, s,x_l &) f(x)= !
x=1 six>1 x=1 six>1 x+1 six>0
1 : et six<1 -
—, sIx<0 : 1-x, six<l1
) 10)=1x-1 &) 109 = -1 six>1 D f(x)z{l (2 ) [ 1
sinx, six>0 x—2' Me=Xx) six>
Solucioén:

Las funciones definidas a trozos son continuas cuando lo son en cada intervalo y, ademas, sus
limites laterales son iguales en los puntos de division del dominio.

2 -
X, six<l1
a) f(x)= .
x—-1 six>1
respectivo; pero es discontinua en x = 1, pues en ese punto los limites laterales no son
iguales:

Por la izquierda: lim f(x) = lim x* =1. Por la derecha: lim f(x) = lim(x-1)=0.
x—1"

x—1" x—1" x—1"

— Cada funcion es continua en su intervalo de definicion

1-x*, six<1 ., .
b) f(x)= ) — En este caso, la funcion es continua en todo R, puesenx =1
x-1 six>1
los limites laterales coinciden.

Por la izquierda: lim f (x) = lim (1—x2):0. Por la derecha: lim f(x) = lim(x-1)=0.

x—1" x—1" x—1" x—1"
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cosX, sSix<0 ., e e e
c) f(x)= . — La funcidn esta definida en todo R. La unica dificultad para su
x+1 six>0

continuidad se da en x = 0.

Como los limites laterales coinciden, la funcidén también es continua en x = 0.

En efecto:

Por laizquierda: lim f(x) = lim cosx =1. Por laderecha: lim f(x) = lim (x +1)=1.

x—0~ X—0" x—0" x—0"

- i X< L , - L 1
d f(X)=9x-1" six<0 — La funcion esta definida en todo R. La funcion f(x) = ——
sinx, six>0 x-1
es discontinua en x = 1, pero ese punto esta en el segundo “trozo”.
En x =0, los limites laterales valen:

Por laizquierda: lim f(x) = lim il =-1. Porladerecha: lim f(x)= limsinx=0.

x—0" x>0~ X — x—0" x—0"

Como no coinciden, la funcién no es continua en x = 0.

et six<1

e) f(x)=< -1 . — La funcion no esta definida en x = 2. Por tanto, en ese punto es
2’ six>1
X_

discontinua.
El otro punto conflictivo es x = 1. Hay que estudiar los limites laterales.
o . e . -1
Por la izquierda: lim f(x) = lime*" =e® =1. Por laderecha: lim f(x) = lim —— =1.
x—1" x—1" x—-1* x—1t X —

Como son iguales, la funcidon es continua en x = 1.

1-x, six<1
010 _{In(Z—x) six>1
ser continua si x < 2. Por otra parte, en x = 1 puede presentar dificultad: hay que estudiar los
limites laterales en ese punto.
Por la izquierda: lim f(x) = lim(1-x)=0.
x—1" x—1"

— La funcién no esté definida para x > 2. Por tanto, s6lo puede

Por la derecha: Iim f(x) = lim In(2—x)=In1=0.
x—-1" x—-1"

Como son iguales, la funcidon es continua en x = 1.

(x— 2) (x— 3) )
X% —3X+2
b) ¢Qué valor hay que dar a f (2) para que la discontinuidad de pueda evitarse?
Solucidn:
X—=2)(x-3
) 10920
X" —3X+2
discontinua.
b) La discontinuidad puede evitarse cuando exista el limite en x = 2:

|im—(xg2)(x_3){ﬂ:lim—(x_z)(x_g)=‘—1=-1.
x>2 X°—3x+2 0] x2(x-2)(x-1) 1
La discontinuidad puede evitarse definiendo f(2)=-1.

29. a) ¢ Cuantas discontinuidades tiene la funcion f(x) =

no esta definida en los puntos x = 1y x = 2. En esos puntos es

Wwww.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano




Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Soluciones de los problemas propuestos. Tema 5 87

x?* —3x

x(x=1)(x-2)(x=3)"
1, x=2yx=3.

¢En qué puntos es discontinua la funciéon? ¢ Tiene alguna discontinuidad evitable?
Solucion:
x(x—3)

x(x—1)(x—2)(x—3)

30. Dada la funcion f(x) =

calcula su limite en los puntos x = 0, X =

La funcidn dada se puede expresar en la forma f (x) = ; que podria

simplificarse cuando x =0y 3.

Con esto:
lim X(x=3) =_9}=Iim (x=3) = -3 _1
0 x(x-1)(x=2)(x=3) L[0] *0(x-1)(x=2)(x-3) (-1):(-2)-(-3) 2
lim X(x=3) =__—2}=oo' lim X(x=3) =[_—2}=00
oL x(x—1)(x=2)(x=3) [0 "oz x(x=1)(x=2)(x=3) |0 '
lim x(x—3) :_9}:Iim X _ 3 :1_
=3 x(x-1)(x=2)(x=3) [0] *3x(x-1)(x-2) 321 2

Es discontinua, por no estar definida, en los puntos x =0, x =1, x=2yx=3.
En los puntos x = 0 y x = 3 se puede evitar la discontinuidad, pues existe el limite. Se evitaria

definiendo f(0) = f (3) = %

5 8
31. Estudia la continuidad de funcion f(x) = Xl )Z . ¢Si tuviese alguna discontinuidad

evitable como podria evitarse?

Solucién:

La funcion es discontinua cuando 1-x®* =0 = x=-10x=1.
La discontinuidad puede evitarse si existe el limite.

5
Enx=-1, como lim X —x _ [—2} = o0, la discontinuidad no puede evitarse (es de salto

x>-1 ] — X
infinito). La funcion tiene una asintota vertical: x = —1.
8 5 3
Enx =1, como lim ); :{0}_“ XX ) —. Por tanto, en x =1,
-1 1—-X 0] 1(l+x®f1-x° Hli1+x )
la discontinuidad puede evitarse definiendo f (1) = %
. . . o . x* -1
32. Determina el tipo de discontinuidades que presenta la funciéon f (x) = -
X“+7x-8
Solucion:
—7+4 -8
Es discontinua en los ceros del denominador: x> +7x—-8=0 = x = = 249 32 :{ 1

En x = 1 la discontinuidad es evitable, pues existe el limite:

2_ R
|I'm2)(—1={9:|:||'m (X+1)(X 1)_|, x+1_ 2
x> X +7X—8 x—1

0 (x+8)x—1) ix+8 9
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En x = -8 la discontinuidad es inevitable, pues no existe el limite:

] x* -1 {63}
Iim —————=| —|=o
x>-8X" +7X—8 0

2
33. La funcion f(x) = X+2—k)j4 es discontinua en los puntos x = -2 y x = 2. Podria

evitarse alguna discontinuidad para algan valor de k?

Solucioén:

La funcidn no esté definida cuando x = £2; en esos puntos se anula el denominador. Pero si el
numerador de la funcion fuese 0 es posible que la discontinuidad pueda evitarse en algin
caso. Para ello es necesario que los valores x = -2 0 x = 2 sean raiz del numerador.

« Elvalorx=-2esraizde x> +kx+4 si 4—2k+4=0 = Sik=4.

2 2
En este caso, lim w = lim ﬂ = lim XLZ =0. Por tanto, la
o2 x2—4  o2(x=2)x+2) x=>2x-2

discontinuidad puede evitarse en x = —2. (No se puede evitar en x = 2).
« Elvalorx=2esraizde x> +kx+4 si 4+2k+4=0 = Sik=-4.

2 Y .
En este caso, lim w = Iim& =lim x=2 =0. La discontinuidad puede
o2 x2—4 o2 (x=2)x+2) =2x+2

evitarse en x = 2. (No puede evitarse en x = -2).

X%,  six<1
34. ¢Para qué valores de a es continua en x = 1 la funcion f (x) = ’ ) ?
{ZX +a, six>1
Solucioén:
En el punto x = 1 deben ser iguales los limites laterales.
Por la izquierda:
lim f(x) = lim x* =1.

x—1" X—a

Por la derecha:
lim f(x)=lim(2x+a)=2+a.
x—1" x—1"

Como deben seriguales: 1=2+a = a=-1.

. . e x<0 .
35. Determina los valores de a para que la funcion f(x) = ] sea continua en
2a+sinx 0<Xx
todo R.
Solucién:

Por separado, para cada intervalo de definicién, las funciones dadas son continuas. El tnico
punto conflictivo es x = 0, en donde las funciones difieren a izquierda y derecha.

En ese punto la funcion esta definida, siendo f (0) =e*° =1; para que sea continua, ademas,
debe tener limite en x = 0 y coincidir con su valor de definicion.

Por la izquierda: Six— 07, f(x)=e* — 1.

Por la derecha: Six — 0", f(X)=2a+sinx— 2a.

Como ambos limites deben ser iguales: 1 = 2a = a = 1/2.

e x<0

Luego, la funcidén continua es: f(x) = ) :
1+sinx O0<x

Wwww.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano




Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 1. Soluciones de los problemas propuestos. Tema 5 89

a+In(l—x), six<0

36. ¢Puede la funcion f(x)= { ser continua en toda la recta real para

x%e X, six>0
algin valor de a?

Solucion:

Por separado, para cada intervalo de definicion, las funciones dadas son continuas. El Gnico
punto conflictivo es x = 0, en donde las funciones difieren a izquierda y derecha. (Observa

que In(1-x) esté definida para valores de x < 1).

Sera continua en x = 0 cuando los limites laterales sean iguales.
Por la izquierda:
lim f(x)= lim (a+In(l-x))=a+Inl=a.
x—0" x—0"
Por la derecha:
lim f(x)= lim x’¢™* =01=0.
x—0" x—0"

Luego, si a = 0 la funcién dada sera continua en toda la recta real.

X2

. . x<a .
37. Halla para qué valores de a la funcion f (x) = es continua en todo R.
a+2 x>a
Solucioén:
En el punto x = a deben ser iguales los limites laterales.
Por la izquierda:
lim f(x)= lim x* =a?.
X—a X—a
Por la derecha:
lim f(x)= lim (a+2)=a+2.
x—a’ x—a’

Como deben ser iguales:
a’=a+2=a’-a-2=0=a=-lLa=2.
La funcién es continuacuandoa=-1o0a=2.

sinx—a X<—T
38. Determina los valores de a y b que hacen que la funcién f(x)=<cosx+b —n<x<0
e* -1 x>0
sea continua en todo R.
Solucioén:
Hay que estudiar los limites laterales en los puntos x = - y X = 0. En cada caso esos limites
deben ser iguales.
e Enx=m:
Por la izquierda:
lim f(x) = lim (sinx—a)=sint—a=-a.

X—T X—T

Por la derecha:
lim f(x) = lim (cos x+b)=cosm+b=-1+b.

x—nt

Como deben ser iguales: —a=-1+b = a=1-b.
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« Enx=0:
Por la izquierda:
lim f(x) = lim (cosx +b)=cos0+b=1+b.

x—0" x—0"

Por la derecha:
lim £ (x) = lim (" ~1)=¢° ~1=0.
Como deben seriguales: 1+b=0=b=-1=a=2.
sinx—2 X<-T
Luego, la funcion continuaes: f(x)=<cosx—-1 —-n<x<0.
e’ -1 x>0

39. Determina la continuidad de las funciones:
a) f(x)=|x+1 b) f(x)=|x*-2x

Solucioén:
Ambas funciones pueden definirse a trozos.

a) f(x)=|x+]4:{—(x+1), six<-1

. — El Unico punto conflictivo es x = 1.
X+1, six>-1

Se estudian los limites laterales en x = —1.
Como lim f(x)= lim (-(x+1))=0,y lim f(x)= lim (x+1)=0, 2'/
x—>-1" x—>-1" x—-1" x—-1"
se deduce que la funcion es continua en x = 1.
Su gréfica es la adjunta. , 0
-2 0
x? —2x, six<0
b) f(x) :‘x2 —ZX‘: —x®+2x, si0<x<2.Hay que estudiar lo que pasaen x =0y x = 2.
X2 = 2x, Six>2
En ambos casos coinciden los limites laterales y, en consecuencia, la
funcidn es continua en todo R. En efecto: 27
lim f(x) = lim (x2 —=2x)=0 y lim f(x) = lim (- x? +2x)=0;
x—0" x—0" x—0" x—0"
lim f(x) = lim (=x? +2x)=0 y lim f(x) = lim (x> —2x)=0. 0 ,
x—2~ x—2~ x—27F x—2" 0 2

Otros problemas

2 2

40. ¢Existe algun valor de p para el que la funcion f(x) = ;( _P

tenga solamente una
X" +3x+2

asintota vertical?
Solucién:
La funcion pueden tener asintotas verticales en los puntos que anulan el denominador: en las
soluciones de x* +3x+2=0,quesonx=-1yx=-2.
X" —p? _ (x=p)(x+p).
X2 +3x+2 (X+D(x+2)

Como f(x)=
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2 2

. Sip=-1, Iimzx—p: |imw= lim X—1:—2 = en x =-1 no habria

x>-1X°+3X+2 > 1(X+1D)(x+2) x>1x+2
asintota.

2 2
Seguiria habiéndola en x = -2, pues lim 2X P _ lim (x+1)(x-1) — lim 2 L =
o2 X5 +3Xx+2 o 2(X+D)(x+2) 2x+2

« Sip=-2, habria una asintota vertical en x = —1; pero no en x = —2. (El razonamiento es
analogo).

o0

2 2

X -p

También tiene una asintota horizontal, larectay = 1, pues lim —
+3X+2

X—too ¥

=1, cualquiera

que sea el valor de p.

41. Aplicando alguno de los siguientes resultados:

) 1\ ) 1\” ) p)"
1) lim{1+=| =e¢°P 2) lim|1+— | =e 3) lim|1+—| =e¢°
X pX X

X—>+00 X—>+00 X—>+00

resuelve los limites:

a) Iim £1+ 1)2 b) lim (1+ i) ¢ Iim (1-%
X—>+o0 X X—>+00 2X X—>-+0 X
Solucién:
X x T2
a) Es el caso 1), con ng = lim (1+1j2 { lim £1+1j } =e'?,
X—>+00 X X—>+%0 X

b) Ajustando constantes y aplicando el resultado 2) =
1/2

X 2x-1 2x
im(1+ 2] —tim{1+2) * =) im[1+ 2 =e'?,
X—>+00 2X X—>+00 2X X—>+00 2X

c) Aplicando el resultado 3) = lim (1—ﬂj = lim (1+ﬂj =e™.

X—>+0 X X—>+00 X
. ., ; 0 . [ lim (f(x)—l)-g(x))
42. Aplicando la transformacion Ilm(f (x)° ):[1 ]= g , halla el valor de los
siguientes limites:
x-1
2x-1 2x-1 2 _ E3
a) lim| 1+ b) lim| X*2 &) lim| X =3
X—>0 X—3 x—o\ X +1 x—o| X* +5x—1
Solucién:
2x-1 tim [ 1 (2x-1) tim [ 272
a) Iim(1+ %J = [100] = e[)HOO(X_?'j j = eX%w[ X—3] =e?,
X—00 X —

X+1

b) II,m(x+ ZJZH _ [1°°] _ e[x'inx[%fflj-(zxfl)] _ e[xli;nw(ij-(Zx—l)) B ex@;(%) e

X—>00
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() b a5 )

X“+5x-1
[ -8x%+9x1
o 2x2+10x-2
=e o e,

43. Comprueba que la funcion f(x) = 2x+sin x no tiene asintotas.
Solucioén:

La funcion esta definida para todo R. Por tanto no tiene asintotas verticales.
Tampoco tiene asintotas horizontales, pues lim (2x +sin x) =+

X—>to0

c) lim

X—0

Veamos si tiene oblicuas: y = mx + n.
. 2X+sinX . o :
= lim 1) _ jjpq 2XHSINX _ 2; n=lim(f(x)-mx) = lim(sinx) , que no existe.
X—»00 X—00

X—»00 X X—>»00 X

Por tanto, tampoco hay asintota oblicua.

44. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

b) f(x)=e b) f(x):ei c) f(x)=e* d) f(x):1+2

—X
Solucién:
a) f(x)= e tiene una asintota horizontal hacia oo, pues lim e = [e‘w]: 0. Laasintota

X—>*o0

es el eje de abscisas.

1
b) f(x)=e*? no esta definida en x = 1. En este caso conviene considerar los limites

laterales, cumpliéndose:

1
Por la izquierda: lim ex?t = [“0 ] [e ] 0. Por la izquierda no hay asintota vertical.
Xx—=1"

1
-1

Por la derecha: lime** = [e”0+ ]: [e”’]: +o0. La recta x = 1 es asintota vertical por la

x—1+
derecha.
1

Ademas, tiene una asintota horizontal hacia +w, pues lim e** = [e ] 1. Laasintota es la

X—>too
recta y = 1. Hacia —o la asintota va por encima de la curva; hacia +oo, la asintota va por
debajo.

c) f(x)= " no tiene asintotas verticales, pues esta definida en todo R. Tampoco tiene

XZ

asintotas horizontales ni oblicuas, pues lim e*° [e ] oo I|m — =0,

X—>to0 X—>too X

d) La funcion f(x) = Tre> se conoce con el nombre de funcion logistica. Tiene dos
+e

asintotas horizontales, una hacia —oo y otra hacia +. En efecto:

. 2 2 . .
lim = { } =0 = Larectay = 0 es asintota horizontal de la curva.
x>o]+e™  [14+e™
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lim 2 — = 27 2|2 2 = Larectay = 2 es también asintota horizontal.
x>o]+e™ [ 14+e7” 1

Su gréfica es la que se indica.

] » ax+b, six<0 )
45. Determina los valores de a 'y b para que la funcion f(x)=1 , ) es continua
X“+2x, six=>0
en el punto x = 0.
Solucion:
Para que sea continua deben coincidir los limites laterales en x = 0.
Six—0, f(x)y=ax+b —b.
Six—0", f(X)=x*+2x - 0= b=0.
ax, six<0

El valor de a puede ser cualquiera. Esto es, las funciones f(x)=1 , ) son
X“+2X, six>0

todas continuas en x = 0.

ax+x%, —2<x<0

b+yx+1, 0<x<3
continua en el intervalo [-2, 3], sabiendo que también se cumple que f(-2) = f(3).
Solucioén:

La funcidn esta definida mediante dos funciones, ambas continuas en sus respectivos
intervalos de definicién. Por tanto, el tnico punto que plantea dificultades es x = 0.
Para que sea continua es necesario que los limites laterales sean iguales.

Por la izquierda: lim f (x) = lim (ax+x*)=0.
x—0"

x—0"

46. Sea f(x) :{ . Halla los valores de ay b para que f(x) sea

Por la derecha: lim f(x) = Iim<b+»\/x+1)=b+1.

x—0" x—0"

Por tanto: b+1=0 = b =-1.
ax+x%, —2<x<0

1++x+1, 0<x<3

Si f(-2)=f(d) = 2a+4=-1+/4 = —2a=—3:a=g.

La funcion sera: f(x) = {

3 X+ X
En consecuencia, la funcion pedidaes f(x)=< 2 '

—l+\/x+1, 0<x<3

-2<x<0

2X —

2

47. Dependiendo de los valores de p, ¢tiene la funcion f (x) =
XS —px+1

alguna

discontinuidad? Si la tuviese, ¢podria evitarse en algln caso?
Solucion:
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pt+p?-4
—,

Por tanto, si p > 2 0 p < -2, la funcion tiene dos discontinuidades; si p = +2, tiene una
discontinuidad; en caso contrario es continua para todo X.

Es discontinua en los ceros del denominador: x? — px+1=0 = x =

Parap =2, lafunciénes: f(x)= 22)(—_2 que es discontinua en x = 1.
X —2x+1

Como lim 22)(—_2 = {9} =lim 2(x—12) = lim 2 _ o, la discontinuidad no puede evitarse.
x>l X —2x+1 0 xel(x_l) x>l X —1

En los demas casos (cuando p > 2 o p <-2) la discontinuidad no puede evitarse, pues en

pt+p?—4
2

todos ellos el limite en x = se hace infinito.
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