GEOMETRIA (Selectividad 2018) 1

ALGUNOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA PROPUESTOS EN LAS PRUEBAS DE
EBAU-EVAU-PEBAU... DE 2018

1. Andalucia, junio 18
Ejercicio 4A.

Z+2

Considera los puntos P(1, 0, -1), Q(2, 1, 1) y la recta r dada por x—5=y = —

(@) [1,25 puntos] Determina el punto simétrico de P respecto ar.
(b) [1,25 puntos] Calcula el punto de r que equidistade P y Q.
Solucién:
a) Si P” es el simétrico de P respecto la recta, se cumplen dos
C0sas:
« Su punto medio M debe ser de la recta.
« El vector PM debe ser perpendicular al vector v, de
direccion de la recta. Esto es, debe cumplirse que
V.- PM=0.
La rectar es:

X=5+1
rzx—5:y:i2:>r: y=t ;v,=(1,1,-2).
_2 7=-2-2t
Sea M un punto genérico de larecta: M = (5+t,t,-2—2t).

Por tanto:

PM = (5+t,t,-2-2t) — (1,0,-1) = (4+t,t,-1-2t).
« V,-PM=0 = (1,1,-2) - (4+4,t,-1-2t) =4 +t+t+2+4t=0= t=-1.
Luego, M = (4, -1, 0)

« Si P"=(a, b,c), el punto medioentre Py P" es: M = (aTHgCT_lj
Igualando las coordenadas de ambos M se tiene:
a_+1:4 = a=7; E:—1 = b=-2; C—_1:O:> c=1.
2 2 2

El punto el punto simétrico de P respecto de r es: P* = (7, -2, 1).

b) Sea A otro punto genérico de larecta: A= (5+t,t,-2—2t).
Si se desea que d(P,A)=(Q,A) =

J@+? +1 4 (-1-2t)2 =|3+1)? + (L-t)* +(-3-2t)? = (operando) — t = —% .

Por tanto, el punto pedidoes: A= (g,—%,—l).
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2. Aragon, junio 18

. 2X+y+2=2
B2. (1,5 puntos) Considere el plano: n:2ax+y+az=4 y larecta: r: .
—X+y+2z2=3

a) (0,75 puntos) Determine la posicién del plano y la recta segun los diferentes valores de a.
b) (0,75 puntos) Para a = 2, determine la recta que es perpendicular al plano = y pasa por el
punto P(0, 1, 0).
Solucion:
a) Hay que estudiar la compatibilidad del sistema recta—plano:

n:2ax+y+az=4

r_{2x+y+z=2.
—-X+Yy+2z=3
2a 1 a| 4
Las matrices de coeficientes y ampliadason: A=| 2 1 1| 2|=M
-1 1 2|3
2a 1 a
Como |[Al=|2 1 1|=5a-5 —seanulaparaa=1;yrangodeA=2.
-11 2
Para ese valor de a = 1:
2 1 14 2 1 4
M=|2 1 1| 2|;siendoel menor M, =2 1 2/=2-8+12=0.
-1 1 2|3 -1 1 3
Por tanto:

. paraa=1,rango de A =2 <rango de M = 3. El sistema serd incompatible: la recta es
paralela al plano.

. paraa# 1, rango de A = rango de M = 3. El sistema serd compatible determinado: la recta
corta al plano para cada valor de a # 1.

b) Paraa =2 el plano es w:4x+y+2z =4, con vector caracteristico V. = (4, 1, 2).
Las rectas perpendiculares a = tiene por vector de direccion V. =V, .
Si se quiere la recta perpendicular al plano que pasa por el punto P(0, 1, 0), su ecuacion sera:
X =4t
r:qy=1+t.
z=2t
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3. Asturias, julio 18
3. Los puntos A(0, 1, 0) y B(-1, 1, 1) son dos vértices de un tridngulo. El tercero C pertenece a

X=4 .
larecta r :{ . Ademas la recta que une Ay C es perpendicular a la rectar.

z=1
a) Determina el punto C. (1,5 puntos)
b) Calcula el &rea del tridngulo. (1 punto)
Solucién:
Xx=4
a) La recta r también puede escribirse como sigue: r:<y =t ; siendo v, = (0, 1, 0).
z=1

Para que la recta, s, que une Ay C sea perpendicular a la recta r debe estar contenida en el
plano, r, perpendicular a r que pasa por A.
El vector caracteristico de n debe ser el direccion der: v. =v, = (0, 1, 0).

Por tanto, su ecuacion sera:

n:0x+y+0z=d;
— d se obtiene imponiendo que A pertenezcaa n: 1 =d.
Luego: w:y=1.
Xx=4
Elpunto Ceseldecortederconm r:cy=t; n:y=1=C=(4, 1, 1).
z=1

b) El rea del triangulo de vértices ABC viene dada por S = %‘Néx E‘ .

Como AB =(-1,1,1)—(0,1,0)=(-1,0,1) y AC = (4,1,1)-(0,1,0)= (4,0, 1), se tiene
que:

<
<

1
ABxAC =|-1 0
4 0

3

1|=(0, 5,0) = S =Z|ABx AC| =25 =2 2
2 2 2

1

4. Baleares, junio 18

Ejercicio B3.

3. El pla perpendicular al punt mig del segment d'extrems P(0,3.8) 1 Q(2,1,6) talla als
eixos coordenats en els punts A, B i C. Trobau l'area del triangle ABC. (10 punts).
Solucion:
Los puntos X (x, Y, z) del plano perpendicular por el punto medio del segmento de extremos
Py Q (el plano mediador), cumplen que:

d(X,P)=d(X,Q) & X +(y-3) +(2-8) =\[(x-2) +(y-1) +(2-6)* =

= n=X-y-2+8=0.

Los puntos de corte de ese plano con los ejes de coordenadas son:
A(_8! 01 0)! B(O! 8! 0)! C(Ol Ol 8)'
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El area del triangulo de vertices ABC viene dada por S = %‘ﬁx E‘ .

Como AB =(8,8,0) y AC = (8, 0, 8), se tiene que:

-

U1 u2 u3
ABxAC = (8 8 0|=(64, —64, —64) = szé\ﬁxﬁ\ :%«/3-82 =443 2
8 0 8

5. Baleares, septiembre 18
3. Calculau les equacions parameétriques de la recta que passa per l'origen de coordenades i
talla les rectes: (10 punts)

r:r=2y=2z—1, s:3x=2y—2=6z.
Solucion:
Las ecuaciones continuas de las rectas dadas son:
e X_Y _z-1 5 X _y-1_ z
1 1/2 17 1/3 1/2 1/6
La recta pedida se obtiene por interseccion de los planos m;, que contiene a r y pasa por el
origen, y s, que contiene a s y pasa por el origen.
« Plano &
Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OA =(0,0,1) y i\
V., =(1,1/2,1)=(2, 1, 2); el punto A(0, 0, 1) pertenece a la )
rectar.
Su ecuacion es:

x 2 0
|y 1 0/=0= =m, :x-2y=0.
z 21
« Plano r:

Determinado por O(0, 0, 0) y por los vectores OB = (0, 1, 0) y vV, =(1/3, 1/2, 1/6) = (2, 3, 1);

el punto B(0, 1, 0) pertenece a la recta s.
Su ecuacion es:

x 2 0
. |y 3 1|=0 = n,:x-2z2=0.
z 10
=2\
x—2y=0
Por tanto, t: =ty y=~A.
X—2z2=0 Y
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6. Canarias, junio 18 (Opcién A)

3.- a) Halle la ecuacion del plano =t que pasa por los puntos A(-1, 5,0) y B(0, 1, 1) y es

3x+2y-3=0
paralelo alarecta r = . (1,5 puntos)
2y—-3z-1=0

b) Escribir la ecuacion de una recta paralela a la recta r y que pasa por el punto medio del
segmento AB. (1 punto)

Solucion:

a) El plano & queda determinado por el punto B y por los vectores AB y el de direccion de r.
De

x=1-2t/3
3x+2y-3=0 3x=3-2y
"Sloy-3-1-0 = "Tlaz——1e2y= ) Y2
y - e 7——1/3+2t/3
— v, :(_3,1,3]5(_2,3,2).
373
S v,
El vector AB =(0, 1,1) — (-1, 5,0) = (1, -4, 1). — r
Luego:
X=-2h+u x -2 1 }/,»-”P .fr' . i’f
n=¢y=1+3A-4p => n=|y-1 3 H4=0= ,.»-*”/i‘f " 3 ~

z2=1+2A+p z-1 2 1
= n=11x+4y+52-9=0.

b) El punto medio del segmento AB es: P(O;l,1+5,l+oj — P(__l,s,%j.

2 2 2

x=-1/2-2t
La recta paralela a r que pasa por P serd: s=< y=3+3t

z=1/2+2t
7. Canarias, junio 18 (Opcion B)

X=3+A+2u
3.- Dados los planos: w, :X+y+z-5=0y nn,=1 y=1-A—p .
z=1+p

a) Comprobar que los planos 7 y wtp se cortan en una recta. Hallar la ecuacion de dicha recta
en forma paramétrica. (1,75 puntos)

b) Hallar la ecuacion del plano mt3 que pasa por el origen y es perpendicular a los planos wt; y
2. (0,75 puntos)

Solucion:

a) Los planos mt; y m, Se cortan en una recta cuando el sistema que determinan es compatible
indeterminado. (Otra forma de verlo seria estudiar sus vectores normales).
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X=3+A+2u x-3 1 2
Como n,=< y=1-A-p =>mn,=ly-1 -1 -1=0= n,=x+y-z-3=0.
z=1+p z-1 0 1

El sistema sera:

X+y+z-5=0 X+2=5-Yy z=1 .
& = —(restando y sumando las ecuaciones)
X+y—-2z-3=0 X—2=3-Y X

SN

Xx=4-t

Se obtiene: r=< vy
z

t
1

b) El plano n3, que pasa por el origen y es perpendicular a los planos =t y m, tiene como
vector normal v , =V xV ,,siendo v, =(1,1,1)y v, =(1, 1, -1), los vectores normales de

n2 !
los planos ;. y .

s —

ul lTZ u3
VoxV,=[1 1 1|=(=2 2 0).
1 1 -1

Como 3 debe pasar por el origen, su ecuacion sera:
T, =—2X+2y=0 = n,=x-y=0.

8. Cantabria, junio 18 (EXAMEN N° 2)
Ejercicio 3
Sean r y s las rectas

x=1 1 1
rly= 2t, ter; s: 2 2-Y_Z%
3 1 -2

z=-2+3t

1) [1,25 PUNTOS] Calcule la posicion relativade ry s.

2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distancia entre r y s.

3) [0,5 PUNTOS] Calcule el plano perpendicular a s que pasa por el punto P(0, 1, 0).
Solucién:

1) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores v, , V; y RS, siendoR eryS €s.

Si esos vectores son linealmente independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente
dependientes, estan en el mismo plano.
v, =(0,2,3),v,=(3,1,-2) y RS=(1,0,-1)-(1,0,-2) = (0,0, 1)

0 2 3
Como |3 1 -2/=-6=0, los vectores son linealmente independientes. En consecuencia, las
0 0 1

rectas r y s se cruzan.

{vr,vs,F?s}

2) La distancia minima entre ambas rectas viene dada por la formula d(r,s) = |q —~ |
V, x Vg
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Como:
0 2 3
[vr,vs,Rs}s 1 -2|=-6;
0 0 1
U1 %2 lj3
VxV,=0 2 3|=(-7, 9 -6) = |\7r><\75|=\/(—7)2+92+(—6)2 =166,
3 1 -2
Se tiene que:
d(r,s):L

/166

9. Cantabria, septiembre 18 (EXAMEN N° 1)

Ejercicio 3 Sean A y B los planos:

A:(0,1,0) +#(1,—-1,2) +5(0,0,1) t,scR
B:x+42y+2z=1.
1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano A.

2) [1 PUNTO] Calcule un punto y el vector director de la recta interseccion de A y B.

3) [1.25 PUNTOS] Calcule el angulo formado por los dos planos A y B.

Solucioén:
X 1 0

1) A=ly-1 -1 0=0 = Ai—x—(y-1)=0=x+y=1.
YA 2 1

2) La recta interseccion de los planos A y B viene dada por la solucion del sistema:
1 X=1+2t
X+y=
r:{ y — r:d y=-2t —P(1,0,0); V.= (2, -2, 1)

X+2y+2z=1
y Z=t

3) El coseno del angulo, a, determinado por los planos A y B viene dado por:
1,1 0K 2, 2 .
cos(V,, Vg) = ( i ) __3 1 angulo (A, B) = 45°,

B2 20 2
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10. Castilla La Mancha, junio 18

4A. Dado el plano a=4x+2y+4z-15=0 y el punto A(2, -3, 1):

a) Calcula la distancia del punto A al plano a. (1 punto)

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia al
plano a sea igual que la distancia del punto A al plano a. (1,5 puntos)

Solucion:

a) La distancia de un punto a un plano viene dada por la expresion:

ax, + by, +czo+d|

va? +b? +c? ‘

d(P(X,, Yo, Zo),m:ax+by+cz+d =0)=

En este caso:

d(AQ2-31),0=4x+2y+4z-15=0)= |22 41 15| =‘—9‘ 9.3
47+ 22 1 42 6] 6 2

b) El lugar geométrico pedido esta formado por un par de

planos, ambos paralelos a o y que disten 3/2 de él. El primero s 0y
de esos planos pasa por A; el segundo es el plano “simétrico” // '47 1 2 o
del primero respecto de a. TRy o
Ambos planos vienen dados por la ecuacion genérica: ~ ~ //’ .

L

4x+2y+4z+d =0.

El valor d puede obtenerse imponiendo que un punto cualquiera del plano a, por ejemplo,
P(15/4, 0, 0), diste 3/2 de ellos, esto es:

d(P(15/4,0,0),4x+2y+4z+d :0)=g =
15+0+0+d _§
15+0+0+d| 3 6 ) 15+d=9—>d=-6
:> _— = 3 : .
6 2 15+0+0+d 3 15+d=-9>5d=-24

6 2
Los planos buscados son:
o, =4X+2y+472-6=0; o, =4x+2y+4z2-24=0.

11. Castilla La Mancha, junio 18
4B. Dados los vectores i =(0,1,1), v =(1,1,-1)y w =(2, 0, 3):
a) Determina el valor de A € R tal que el vector u—Av sea perpendiculara w. (1 punto)
b) ¢Son linealmente dependientes los vectores U, Vv y w? Razona la respuesta. (0,5 puntos)
¢) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que pase por el
punto P(2, 0, 2) y que sea perpendicular simultaneamente a los vectores U y v . (1 punto)
Solucién:
a) Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar vale 0.

u-av =(0,1,1) - (1,1, -1) = (<A, 1-%, 1+1); w =(2,0,3) =

(G—V)3W=(-A, 1-%, L4112, 0, 3)=—21+3+31=0 =% =-3,

b) Seran dependientes cuando el determinante asociado valga 0.

01 1
Como |l 1 -1=-5-2=0, losvectores dados son linealmente independientes.
2 0 3
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c) El vector de direccion de la recta pedida se obtiene multiplicando vectorialmete los
vectores U y v .

—

ljl l72 u3
uxv=0 1 1|=(-2, 1 -1).
1 1 -
La recta que pasa por el punto P(2, 0, 2) y sigue la direccion del vector (-2, 1, —1) es:
= x=2 Y =2 — (Multiplicando en cruz...)
-2 1 -1
X—2=-2y X+2y—-2=0 . . .
r= =>r= , que son las ecuaciones cartesianas pedidas.
-y=2-2 y+z-2=0

12. Castillay Leon, junio 18
E2. Determinar la recta s que es simétricade r =x+2=y=z-2, respecto del plano

n=Xx—2z+2=0. (2puntos)

Solucion:
X==2+A
Las ecuaciones paramétricas de rson: r=1y= A
Z=2+A

La recta r es paralela al plano =, pues “sustituyendo” r en rt se tiene que:

n=X—-2+2=0 > n=-2+A—(2+1)+2+0.
También puede verse que su vector director, V, = (1, 1, 1), es perpendicular al vector normal
del plano, v. =(1, 0, -1).

La recta simétrica de r respecto de & sera la que pase por un punto A", simétricode A e r
respecto de =, y cuyo vector de direccion sea el mismov, .

Sea A’= (Xo, Yo, Zo) el simétrico de A = (-2, 0, 2) respecto de .

Ambos puntos, Ay A’ estaran en la recta s, perpendicular a = por A. Ademas, si M es el punto
de corte de la recta s con el plano t, M debe ser el punto medio entre Ay A",

X=-2+t
Comov_=(1,0,-1)= s=¢ y=0 . 4 v, -
z=2-t
= 5
Corte de la recta s con el plano Ve, M —
(-2+t)-(2-t)+2=0= t=1. /
Por tanto, M = (-1, 0, 1). »
Punto medio de Ay A": _2+X°, O+y°, 2+12 . A
2 2 2
ComoM = (1,0, 1) = (_2;"0, 0+2y°, ZZZOJ — A’= (X0, Yo, 20) = (0, 0, 0).
X=2A
Luego, la recta r’, simétrica de r respecto de =, sera: r=qy=»A.
Z=LA
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13. Castilla y Ledn, julio 18

x-1 y-2 z-3
-1 1
a) Encontrar a y b para que la recta esté contenida en el plano. (1 punto)
b) ¢Existen valores a 'y b para que la recta sea perpendicular al plano? Razonar la posible
respuesta negativa o encontrarlos en su caso. (1 punto)
Solucion:
a) Si una recta esta contenida en un plano se cumplen dos cosas:
1) Cualquier punto de la recta esté en el plano (esto seria suficiente);
2) El vector de direccion de la recta es perpendicular al normal al plano.

E2.- Dados el plano t=ax+y—z+b=0ylarecta r =

X=1+A
Las ecuaciones paramétricas de rson: r=<y=2-1 — vV, =(1, -1, 1).
Z=3+A
Los vectores vV, =(1,-1,1)y V. =(a, 1, -1) seran perpendiculares cuando su producto
escalar valga 0:
V,-v. =0=(1,-1,1)-(a1,-1)=0=a-1-1=0=a=2
Conesto, t=2x+y-z+b=0.
Como el punto A = (1, 2, 3) € r debe pertenecer también a =; F
n=2X+y—2+b=0 =.1=2+2-3+b=0 = b=-1. /I f"'T L

b) La recta y el plano son perpendiculares cuando vV, y v
sean paralelos. Esto significa que

Vo=m- V. :>(1,—1,1):m-(a,1,—1):>%:—1:—:>a:—1.

El parametro b puede ser cualquier nimero.

14. Cataluiia, junio 18

X+y+1=0
2y+3z-5=0"
a) Determine la ecuacion general (es decir, que tiene la forma Ax+By+Cz=D) del plano
que pasa por Py Q y es paralelo a la recta r. [1 punto]

b) Dados el plano x + 2y + m - z =7 y el plano que pasa por P, Q y R, encuentre m para que
sean paralelos y no coincidentes. [1 punto]

Solucion:

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

Considere los puntos P=(3,-2,1),Q0Q=(5,0,3),R=(1,2,3) ylarecta r :{

=-1-t
X=-1-y
X+y+1=0 =
r: y —>r: 5 2 =r: y=t =V = —1,1,—g = (-3, 3,-2).
2y+3z-5=0 I=——=Y 5 2 3
3 3 z=———t
3 3

El vector PQ = (5,0, 3) — (3, -2, 1) = (2, 2, 2).

El plano pedido viene determinado por el punto P y por los
vectores vV, y PQ. f,,f” 79;. e
Su ecuacion es: E e v, J,«”K
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x-3 2 -3
y+2 2 3|=0=-10(x-3)-2(y+2)+12(z-1)=0 = 5x+y—-6z=7
z-1 2 2

El plano que pasa por P, Q y R viene determinado por el punto P y por los vectores PQ y
PR =(1,2,3)-(3,-2,1) = (-2, 4, 2).
Su ecuacion es:
x-3 2 -2
y+2 2 4|=0=-4(x-3)-8(y+2)+12(z-1)=0 = x+2y—-3z=—4
z-1 2 2
Si se quiere que el plano x + 2y + m - z = 7 sea paralelo y no coincidente con el plano que pasa
por P, Q ¥y R, es necesario que m = -3.

15. Comunidad Valenciana, junio 18

Problema A.2. Dados los puntos A(-1, 2, 1), B(2, 3, 5) y C(3, 5, 3), donde A es un pardmetro
real, se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) El valor del parametro A para que el segmento AC sea la hipotenusa de un tridngulo

rectdngulo de vértices A, By C. (3 puntos).

b) El area del triangulo de vértices A, By C cuando A = 6. (4 puntos).

¢) La ecuacion del plano que contiene al triangulo de vértices A, B'y C cuando A = 6.
(3 puntos)

Solucion:

a) Si el segmento AC es la hipotenusa, entonces los lados AB y CB

seran perpendiculares. A

Si A(-1, 2, 1), B(2,3,5) y C(3, 5, 3) =
AB=(2,3,5 - (-1,2 1) =(31,5-1);
CB=(2 3,5)-(3,5,3) = (-1, -2, 2); 2 c
AC=(3,5,3) - (1,2, ) = (4,3,3-1).

COmoAB-CB=0=(3,1,5-1) - (-1,-2,2) =-3-2+10 - 21 =0 = % = 5/2.

b)SiA=6,AB=(3,1,-1)yCB=(-1,-2, 2).
El area del triangulo es: S = %‘ﬁx(ﬁ‘ .

ljl l]2 l]3
ABxCB=[3 1 -1=(0, -5 -5)=
-1 -2 2

— :—‘ABxCB‘ —\/o 25+25—1\/_—iu

¢) El plano pedido viene determinado por el punto B(2, 3, 5) y por los vectores AB = (3, 1, —-1)
yCB=(-1,-2,2).
Su ecuacion sera:
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X=2+3t—h x-2 3 -1
niqy=3+t-2h = n:ly-3 1 -2/=0=
z=5-t+2h z-5 -1 2

= n:0(x-2)-5(y—-3)-5(z-5)=0=y+z-8=0.

16. Comunidad Valenciana, junio 18

Problema B.2. Dados el punto A(5, 7, 3) y larecta r :X—_l3 = yT+1 = % , Se pide obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La recta s que corta a la recta r, pasa por el punto A, y es perpendicular a la recta r.
(4 puntos).
b) La distancia del punto A a la recta r. (3 puntos).
c) La distancia del punto B(1, 1, 1) al plano = que pasa por (3, —1, 0) y es perpendicular ar.
(3 puntos).
Solucién:
a) La recta s viene determinada por el punto A 'y por el punto de corte (de r) con el plano =,
perpendicular a r que pasa por A.
X :3_t >
Como r:qy=-1+3t, el plano = esta determinado por el vector "-\._‘; /
Z=2t fa 8 P
V. = (-1, 3, 2) y por el punto A(5, 7, 3): 2
n:—(x-5)+3(y-7)+2(z-3)=0=n:x-3y-2z+22=0.
Cortede mconr:
3—t—3(—1+3t)—-2(2t)+22=0 = -14t+28=0=t=2 = P(15,4).

Como el vector AP =(1,5,4)—(5,7,3)=(—4,-2,1), larecta s es:
X=5-4t
Siy=7-2t.
z=3+t

b) La ecuacion de la distancia de un punto A a una recta r es:

‘ﬁx\ﬂ‘
d(an=rr
|

r

, siendo R err.

En este caso:
A=(57,3),R=(3,-1,0), RA=(2 8,3), V.= (-1, 3, 2).
El producto vectorial vale:

U U, U
RAxV, =2 8 3|=(7, -7,14) = [RAXY|= 7" +(-7)° +14* =76 .
-1 3 2

El modulo de V, : |V, | = /(-1 +3 + 22 =14
Luego d(B,r):E:E u.

NG
J14
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c) El plano =« seré:
n:—(x—-3)+3(y+1)+2z2=0=mn:x—-3y—-2z-6=0.
Por tanto:

1- 6

d(B(LL1);m:x-3y—-2z2-6=0)=

32|=
T

Nk
17. Extremadura, junio 18

Sean el punto A =(1, 0, 1) y la recta r dada por el punto B = (-1, 0, 2) y el vector v = (-1, 1,
0).

a) Calcule la distancia del punto A a la recta r. (1,5 puntos)

b) Calcule el area del tridngulo de vértices A, B y O, siendo O = (0, 0, 0). ( 1 punto)
Solucion:

X=-1-t
a) Las ecuaciones paramétricas de larectarson: r:qy= t — v, =(-1, 1, 0);
z2=2
. . ‘ﬁxV ‘
La distancia del punto Aalarectares: d(A,r)= |ﬁ |
Vr

ComoA=(1,0,1)yB=(-1,0,2), BA=(-2,0, 1),
v, = (-1, 1, 0), el producto vectorial vale:

U U U
BAxV, =|-2 0 1|=(-1 -1, -2) =
-1 1 0

\E?Axvr = JD)?+(-)?+(-2)* =+6.
El modulo de ¥, : V| = /(-2 +12 =2

Luego, d(A,r)= i J3u

b) El area del triangulo de A, B y O vale un medio del médulo del producto vectorial de los
vectores OA y OB.

Estoes: S =%-\cTAx@\ =1 =(0, -3,0) =S :%-|3|=—
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18. Galicia, junio 18
3A. a) Determina el valor de A para que los puntos A(3, 0, -1), B(2, 2, -1), C(1,-2,-5) y
D(2, 6, —1) sean coplanarios y calcula la ecuacion implicita o general del plano que los
contiene.
b) Determina la posicion relativa del plano n:4x+2y—-3z2-15=0 y la recta r que pasa por
los puntos P(—4, 4, 2) y Q(4, 8, —4). Si se cortan, calcula el punto de corte.
c) Calcula el punto simétrico del punto P(—4, 4, 2) respecto del plano n:4x+2y—-3z-15=0.
Solucién:
a) Los puntos A(3, 0, -1), B(2, 2, -1), C(1, -2, =5) y D(%, 6, —1) seran coplanarios cuando los
vectores:

AB=(2,2,-1)-(3,0,-1)=(-1,2,0); AC=(1,-2,-5)-(3,0,-1)=(-2,-2,-4) y

AD = (%, 6,-1)—(3,0,-1) = (A — 3, 6, 0) sean linealmente dependientes.
Para ello:

1 2 0
2 -2 —4=0= 4(-6-21+6)=0=1=0.
-3 6 0

El plano que determinan es:

x-3 -1 -2

y 2 -2/=0&-8(x-3)-4y+6(z+1)=0=4x+2y-3z-15=0.
z+1 0 -4

b) Larectar es:
X=-4+8t
r:1 y=4+4t — suvector de direccion es PQ = (4, 8, -4) — (-4, 4, 2) = (8, 4, -6).
z2=2-6t
Sustituyendo las ecuaciones de r en la del plano «:
m:4x+2y-32-15=0 = n:4(—4+8t)+2(4+4t)-3(2-6t)-15=0 =

= 58t—29=0:t=%.

Esto indica que la recta y el plano se cortan cuando t = %; en el punto (0, 6, -1).

c) Sea P’= (o, Yo, Zo) el simétrico de P(-4, 4, 2) respecto del plano n:4x+2y—3z-15=0.
Ambos puntos, P y P’ estaran en la recta s, perpendicular a = por P. Ademas, si M es el punto
de corte de la recta y el plano, M debe ser el punto medio entre Py P”.

X=—-4+4\ P
Como V. =(4, 2,-3),se deduce que s:q y=4+2\ .

5
2=2-3 1//1 M /
(Es la recta r anterior).

Corte de la recta s con plano
A4 +4)0) +2(4+20)-3(2-30)-15=0 = A =1. P
Por tanto, M = (0, 6, —1).
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Punto mediode Py P": (‘4;)(01 4+2y0’ 2+220)

ComoM = (0, 6, -1) = _4+X°, 4+y0’ 2+ 12 =
2 2 2
0= 4t% = X, =4; 6=t Y Y, =8; 1-2t% z,=—4.

Por tanto, P" = (4, 8, —4).

19. Galicia, junio 18

3B. a) Dado el plano n:2x—y—-2z—-3=0, calcula el valor de a para que la recta r que pasa
por los puntos P(a, a, a) y Q(1, 3, 0) sea paralela al plano =.

b) Paraa =1, calcula la distancia de r a .

c) Paraa = 1, calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendiculara ny
contienear.

Solucién:

El vector de direccion de larectares QP =(a, a,a) — (1, 3,0) =(a—1,a-3, a).

La recta sera paralela al plano = si el vector caracteristico de =, V_= (2, -1, -2), es

perpendicular a QP .

(@a-1,a-3,a)-(2,-1,-2)=0=> 2a—-2-a+3-2a=0=a=1. ¥

&

Luego QP - V_=0: ,_dg;,f:i"‘"
T.

b) Para a = 1, que es el caso anterior (recta paralela al plano), la
distancia d (r,n)=d (Q,n).
Esto es:

21-13-3 |

d(Q(13,0),m:2x-y-22-3=0)= J22+ (1) + (-2)]

4
=— u.
3

¢) El plano pedido viene determinado por el punto Q y los vectores QP = (0, -2, 1) y V..
Su ecuacion sera:

x-1 0 2
y-3 -2 -1/=0 = 5(x-1)+2(y—3)+4z=0=5x+2y+4z-11=0.
z 1 -2
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20. Islas Canarias, julio 18

v—-1 z+2 =.\'+5 -3 I+4

3.- Dadas las rectas 7, = x—1==- = ¥y o= =: = . se pide

-1 2 ) 4 -2 3
a) Demostrar que las rectas 5, y ,, son coplanarias. (1.25 puntos)
b) Hallar la ecuacion del plano que determinan. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Las rectas ry y r, serén coplanarias si los vectores
V,=(1,-1,2), v,,=(4,-2,3) y AB = (-6, 2, -2), siendo

A=(1,1,-2)yB=(-5, 3,-4), puntos de ry y r»,
respectivamente, son linealmente dependientes.

1 -1 2
Como |4 -2 3|=-2+10-8=0 = efectivamente, las rectas son coplanarias.
-6 2 -2

b) El plano que determinan sera:
1 -1 2
4 -2 3 |=0=>m:x-1+5(y-1)+2(z+2)=0 = n:x+5y+2z-2=0.
x-1 y-1 z+2

21. La Rioja, junio 18 (A)

1. Sean los vectores U =(-1,4,8)y Vv =(1, 2,-2).

i) Demuestre que el &ngulo entre los vectores U y vV es mayor que 90°.
if) Calcule un vector perpendiculara U y v que tenga modulo 1.

Solucion:
i) El coseno del &ngulo que determinan los vectores U y V es:
-V -1 4, 8}, 2, -2 ~1+8-— —
cos(i, )= 97 = ( i ) _ -1+8-16 -9

N Y N O O N TN I T

Como el coseno tiene signo negativo, el angulo debe ser mayor de 90°,

if) Un vector perpendicular a dos dados se obtiene haciendo su producto vectorial.

l]1 J2 U?)
Uxv=-1 4 8 =(—24, 6, —6).
1 2 =2
Un vector unitario en la direccion de UxVv es
1 1 1
——(UxV) = (24, 6, —6) = ——(-24, 6, —6).
|u><v|( ) J(C22)2 167 +(-6)7 ) \/648( )
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22. La Rioja, junio 18 (B)

z=2—\
2.— (3 puntos) Sean el punto P =(1,2,-2) ylarectar:{ y=1+A,
z =2,

(1) Determine la ecuacién del plano que contiene al punto P y es perpendicular
a la recta 7.

(11) Determine el punto de r mas préximo a P.
(1ir) Halle la recta 7" simétrica de r respecto al punto P,

Solucién:

I) El vector caracteristico del plano es el de direccion de la recta: V. =V, = (-1, 1, 2).

Como debe contener al punto P = (1, 2, —2), su ecuacion sera:
n=—1(x-1)+1(y-2)+2(z2+2)=0 = n=—Xx+Yy+2z+3=0.

I1) El punto més proximo es el de interseccion de la recta r con el plano =. Se obtiene
resolviendo el sistema recta/plano:

n=—X+y+22+3=0 -

nE—(2—x)+(1+x)+2(2x)+3=0:>6x+2=o:sx:—%. ’ F%8
. 1 1 -1 72 2
El punto pedidoes: Q=|2+=,1-=,2| — | |=| —,=,—= |.
PP Q(BB(:%D(MB)

I11) Observacidn. Esta pregunta es poco frecuente, pues lo normal es pedir
una recta simétrica respecto de un plano o un punto simétrico respecto de
una recta o de un plano. Tal como esta redactada pienso que da lugar a
interpretaciones diferentes.

1. Una de las posibles opciones es que se pida la recta r, que pase por el punto Q", simétrico
de Q respecto de P, y que, ademas sea paralelaar.

2. Otra opcidn es que se pida la recta que determinan los puntos simétricos de r respecto de P.

Haré las dos.

1. El punto Q" se obtiene imponiendo que P sea el punto medio entre Q y Q”.

Sea Q’= (Xo, Yo, Zo) €l simétrico de Q = (Zg—gj respecto de P(1, 2, -2).

Punto medio de Qy Q”: T/3+% 2/3+y, —2/3+7)
2 2 2
ComoP=(1,2,-2) = 7/3+x0, 2/3+y0, —2/3+1, -
2 2 2
1= 1% = Xo=—1; 2213 = VO:E; g 23+ = zo:_g.
2 3 2 3 5 3
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, 110 10
Luego Q= ——,—,——
%Q [ 33 3)
x=-I-t
3
ey o 10
Por tanto, la recta “simétrica” pedida sera: r'= y:§+t
z —E+2t
3

2. Larecta r” pedida vendra determinada por los puntos A" y B” simétricos de los puntos Ay B
de r, cualesquiera.
Sean A(2, 1, 0) y B(1, 2, 2). El punto P, respecto del que hay que
hacer la simetria es P(1, 2, -2).
Sus simétricos cumplen:
OA =OP+AP = OA" =(1,2,-2) +(-1,1,-2) = (0, 3, —4)
— A(0, 3,-4).
OB =OP+BP = OA" =(1,2,-2) + (0,0, -4) = (1, 2, -6)
— B’(1, 2, -6).
El vector AB™ = (1,2, -6) — (0, 3, —4) = (1, -1, -2).
Luego, la recta r” pedida vendra determinada por los puntos A" y B es:
X=t
r= y=3-t
z2=-4-2t
Nota: Puede verse que las ecuaciones de ambas r” son equivalentes.

23. Madrid, junio 18

Ejercicio 3A: Calificacion maxima: 2,5 puntos.

Dados los planos w, =4x+6y—-12z2+1=0, n, =—2Xx—-3y+6z-5=0, se pide:

a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.
b) (1,5 puntos) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3),
calcular los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos mp y ;= X—y+2z=2.

Solucioén:

Como los planos m, =4x+6y—-12z+1=0y P(-1. 1. 0)
n, =—2X—3y+62—-5=0 son paralelos, la medida de la arista
del cubo viene dada por la distancia entre ambos planos. |
La distancia entre esos planos es:
4-6+1 | 9

d(m,m,)=d(P(-1,-1,0)emn,,n, =4x+6y—-12z+1=0)=

J4? +62 + (-12)? ‘ 14°
Por tanto, el volumen del cubo sera:

3
v 2] =2 e
14) 2744
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b) Cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1, 3) y B(1, 2, 3), y C pertenece a los

planosmpy m,=X—y+z=2.

El punto C estara en la recta determinada por m, y 7.
{nz =-2x-3y+6z-5=0 N r_{—2x—3y:5—6z

=
T,=X—Yy+2=2 X—y=2-1
x:1+§t
5 5
r y=—g+§t C(£+§L —g+§t C
5 5 5 5
z=t

Si ABCD es un cuadrado = AB 1. CB = ABCB=0.
AB=(12,3)-(21,3)=(-11,0);
@:(1,2,3)—[1+§t, 9.8 tj=(———t, 9 8 3—t)

5 5 5 5 5 5 5

5
ABCB=0 = (—1,1,0)-(f—§t, 198, 3—tj=0:> 4.3, 188
5 5 5 5
Por tanto: C(2, 3, 3).
Si D(a, b, ¢), como DC = AB = (2-a,3-b,3-¢)=(-110) = a=3;b=2,¢c=3.
Luego, D(3, 2, 3).

24. Madrid, junio 18

Ejercicio 3B: Calificaciébn méaxima: 2,5 puntos.
2X+y=2 - _

Dados el punto P(1, 1, 1) y las rectas r = y , S X=2 _y+l_z-1
5x+z=6 -1 1 1/3

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a larectar.

b) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de las rectas ry s.

¢) (0,5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.
Solucion:

, Se pide:

X=t
) 2X+y=2 L.
a) Se escribe larecta r = en parameétricas: r=<y=2-2t.
5X+2=6
Z=6-5t
La ecuacion de la distancia de un punto P a una recta r es:
‘ﬁxvr‘
d(P,r)=— , siendo A er.
|

En este caso:
A=(0,2,6),P=(11,1), AP = (1,-1,-5), v,=(1,-2,-5).

El producto vectorial vale:
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— —

lj1 uZ u3
APxV, = |1 -1 -5/=(-5,0, -1) = |APxV.|=\/(-5)2+(-1)’ =/26..
r r
1 2 -5

El médulo de v, : |V,| =1+ (-2)% +(-5)* =30 .

Luego d(P,r):%:E.

b) Hay que estudiar la dependencia lineal de los vectores v, , V; y AB, siendoAeryB €s.
Si esos vectores son linealmente independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente
dependientes, estan en el mismo plano.

v,=(1,-2,-5), Vv,=(-1,1,1/3) y AB=(2,-1,-1) - (0, 2, 6) = (2, -3, 7).

1 -2 -5
Como|-1 1 1/3=-7+1+ 2(2—%)—5:27&0, los vectores son linealmente
2 -3 -7

independientes. En consecuencia, las rectas r y s se cruzan.

c) El plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P tiene como vector normal a
V,=(-1, 1, 1/3).

< , 1
Por tanto, su ecuacion sera: m=—x+ y+32+ d=0.

Como se desea que pase por P(1,1,1) = —1+1+%+ d=0=d=-=.

El plano pedido sera: m=—-x+ y+%z—%:0.

25. Murcia, junio 18
CUESTION B.4: Considere el punto P = (0, 1, 2) y la recta r dada por la ecuacion:

2X+y—-z=-1
r:{ y

X—y+z=3
a) [1,25 p.] Calcule la ecuacidn (en cualquiera de sus formas) del plano = que es
perpendicular a la recta r y pasa por el punto P.
b) [1,25 p.] Calcule la distancia del punto P al plano x+y+z=5.
Solucion:
a) El vector caracteristico del plano es el de direccion de la recta: V. =V, .

Para determinar v, se expresa la recta en sus ecuaciones parametricas:

2X+y—z=-1 2X+y—z=-1 4/3+y-z=-1
r: =r: =r:
X—y+z=3 E2+E1 3x=2 Tx=2/3
x=2/3
= riqy=-7/3+1 = Vv, =(0,1,1).
Z= A

Como el plano debe contener al punto P = (0, 1, 2), su ecuacion sera:
n=l{y-1)+1(z-2)=0 = n=y+z-3=0.
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b) La distancia del punto P(0, 1, 2) al plano x+y+z =5 viene dada por:

d(P(0,,2),m:x+y+2-5=0)= 0+1+2-5 ,11+;12+_15 :% u

26. Navarra, junio 18

A2) Sean los puntos P =(7,4,2),Q=(1,2,-2) yR=(2, 1, -3). Uno de ellos es el centro de
un rombo, y los otros dos, dos vértices. Halle los dos vértices restantes.

Solucién:

En primer lugar hay que determinar cual de esos puntos es el centro del rombo. Debe ser el
que cumpla que los vectores que tengan origen en él y final en los otros dos puntos sean
perpendiculares: las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Esos vectores son: R
PQ =(1,2,-2) - (7,4,2) = (-6, -2, -4). B
PR =(2,1,-3) - (7, 4,2) = (-5, -3, -5). AQ ’
QR =(2,1,-3) - (1, 2,-2) = (1, -1, -1). Fee— ¥ = R L
Son perpendiculares PQ y QR . Por tanto, el centro S =l ="
del rombo es el punto Q; P y R son vértices. R',/

Para ver que son perpendiculares se hace su producto

escalar: PQ - QR =(-6,-2,-4) - (1,-1,-1)=—6+2+4=0.

Los otros dos vértices son los simétricos de P y R respecto de Q.

Sus simétricos cumplen:
OP =0Q+PQ = OP =(1, 2, -2) + (-6, -2, —4) = (-5, 0, -6) = P" = (-5, 0, —6).
OR =0Q+RQ = OR =(1,2,-2) +(-1,1,1)= (0, 3, -1) = R = (0, 3, -1).

27. Navarra, junio 18
B2) Halla la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P = (-4, 0, 5) y corta a las

X+y+z-1=0 x—2 y-3 z
rectas r = ys=——=2 "2,
X+y+1=0 2 1 1

Solucién:
La recta pedida sera la interseccion de dos planos: =, que pasa por P y contiene ar, y s, que
pasa por Py contiene a s.

Las ecuaciones paramétricas de las rectas dadas son:

. X+y+z-1=0
| x+y+1=0
X=-1-t
El-E2[ z-2=0
r= =Sr=qy= t.
X+y+1=0
z2=2
Luego: v, =(-1,1,0)yA er,A(-1,0, 2).
X=2+2h
sE%zzyT‘L%@sE y=3+h -V, =(2,1,1)yB es, B2 3,0).
z=h

El plano &, viene dado por P, v, y AP = (-4, 0,5) - (-1,0,2) = (-3, 0, 3).
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Su ecuacion es:

x+4 -1 -3
n,=y 1 0][=0=n =3(x+4)+3y+3(z-5)=0 = 7, =x+y+z-1=0.
z-5 0 3

El plano =5 viene dado por P, vV, y BP = (-4, 0, 5) — (2, 3, 0) = (-6, -3, 5).
Su ecuacion es:

X+4 2 -6

no=| y 1 -3=0= n,=8(x+4)-16y=0 = 5, =x—2y+4=0.
z-5 1 5

Por tanto, la recta pedida es:
1-0 X=—4+2\ A c

X+y+z-1= X+ 7

p= S p=y= k@pz—:X:—_
X—2y+4=0 2 1 -3

z=5-3\

28. Pais Vasco, junio 18
Dados los puntos A(3, 3, 3), B(2, 3, 4), C(0,0,4) yD(3, 0, 1).
a) ¢Estan en el mismo plano? En caso afirmativo, hallar la ecuacién del plano. En caso
negativo, razonar la respuesta.
b) Calcular a para que el punto P(a, a, 8) esté en la recta que pasa por los puntos Ay C.
Solucién:
a) Los puntos A(3, 3, 3), B(2, 3, 4), C(0, 0, 4) y D(3, 0, 1) seran coplanarios cuando los
vectores AB, AC y AD sean linealmente dependientes, siendo:
AB=(2,3,4)-(3,3,3)=(-1,0,1); AC=(0,0,4)-(3,3,3)=(-3,-3,1) y
AD =(3,0,1)- (3, 3, 3) =(0, -3, —-2) sean linealmente dependientes.
Efectivamente lo son, pues el determinante:

-1 0 1
-3 -3 1|=-9+9=0.
0 -3 -2
Xx=3-3t
b) La recta que pasapor Ay Ces: r:<y=3-3t.
z=3+t

a=3-3t a=-12
El punto P(a, a, 8) pertenece a ella cuando ya=3-3t=<a=-12.
8=3+t t=5
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