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Tema 5. Ecuaciones de rectas y planos en el espacio
(Posiciones relativas)

1. Ecuaciones de una recta en el espacio

1. 1. Recta definida por un punto y un vector
Una recta queda definida dando uno de sus puntos y su vector de direccion.
Siel puntoes A=(a;,a,,a;3), que lleva asociado el

vector 8 = (a,,a,,a3); Y su vector de direccion es X=(x 3 2)

V= (vy,V,,V3), cualquier otro punto X € r cumple:
OX =OA+ AX .

« Como el vector AX = AV, la ecuacion vectorial de

larectaes: X=a+AV.

A=y,

- = (1, 1y, 5]

« Designando X = (x, y, z), sustituyendo y operando, o
X=a; +AV;
se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta, que son: r:<y=a, +Av, .
Z=a5+\V,

— A es un parametro (un namero real); puede ser designado por cualquier otra letra: t, h...
Los distintos puntos de la recta se obtienen dando valores a A.
Un punto genérico de r puede denotarse asi: X = (a, +Av;, &, +AV,, a5 +AV;).

« Despejando A en cada una de las ecuaciones paramétricas e igualando, se obtiene la
ecuacion de la recta en forma continua:
P XA Y8 2738
Y B V2 B Vs

Ejemplo:

Las ecuaciones de la recta que contiene (pasa por) el punto A(3, -1, 2) y lleva la direccion del
vector vV = (-1, 4, 5) son:

Vectorial: r:(x,y,z)=(3,-12)+M-14,5).

X=3-A
Paramétricas: r:<y=-1+41.  Continua: r: X_13 = y;rl: 2;2_
Z=2+5\

— ParaA =1y A =-2se obtienen los puntos P(2, 3, 7) y Q(5, -9, -8) der.
— Los puntos genéricos de esta recta son: X =(3—A, —1+4x, 2+51).
Observaciones:

1) Cuando una de las coordenadas del vector de direccion es 0 (sucederia si en ejemplo
x—-3 y+1 z-2

anterior vV = (-1, 0, 5), puede escribirse la expresion r : , cuyo significado

1 0

X-3_12-2 {5(x—3):—(z—2) {5x+z—17:0

esir:y _q 5 or: =3 :
y+1=0 y+1=0 y+1=0
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La ultima expresion, en la que aparecen dos ecuaciones lineales con tres incognitas, es otra
forma de dar una recta. Se vera mas adelante que cada una de esas ecuaciones designa un
plano.

2) Para denotar una recta (0 un plano) suele utilizarse una letra minuscula y dos puntos o tres
rayas. Asi: paralarecta, r:or=;yparaunplano,m:omn=.

1.2. Recta definida por dos puntos

Una recta queda definida por dos puntos.

Si los puntos son A(a,,a,,a;) y B(b;,b,,b;) esevidente que:
Uno de los puntos determina la posicion, por ejemplo, A;
mientras que el vector b —a (o a—b) indica su direccioén.
Por tanto, su ecuacién vectorial serd: X =a+A(b —4a).

A partir de ella se obtienen las ecuaciones alternativas. Asi, la
ecuacion continua sera:

X-a, y-a, Z-aj

b, —a, - b, —a, - by —a;

r:

Ejemplo:
La recta que pasa por los puntos A(1, 2, 3) y B(2, 2, 1), es la que pasa por el punto Ay lleva la
direccion del vector AB =(2, 2, 1) — (1, 2, 3) = (1, 0, -2).

Por tanto:

Su ecuacion vectorial es: r:(x,y,z)=(L 2,3)+t(1,0,-2).
X=1+t

Y sus ecuaciones paramétricas son: r:<y =2
z2=3-2t

. Condicion de pertenencia de un punto a una recta
Un punto pertenece a una recta cuando cumple su ecuacién (sus ecuaciones). Esto implica que
sus coordenadas se obtienen para un valor unico del pardmetro.

Ejemplo:
Xx=1+3t
El punto (-2, -2, 6) es de larecta r =<y =—-1+t, pues al sustituir en sus ecuaciones x por —2,
z=2-4t
-2=1+3t
ypor-2yzpor6: {—2=-1+t, se obtiene que t =1 en las tres igualdades.
6=2-4t
En cambio, el punto (4, 1, —2) no es de esa recta, pues al sustituir en sus ecuaciones se obtiene
4=1+3t
el “sistema” ¢ 1=-1+t , que es incompatible: la solucion t = 1 vale para la primera y
-2=2-4

tercera ecuacion, pero no para la segunda.
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2. Ecuaciones de un plano

2.1. Plano determinado por tres puntos
Un plano queda definido por tres de sus puntos (no alineados).
« Si las coordenadas de esos puntos son A= (a,,a,,a3), B=(b;,b,,b;) y C=(c;,c,,c3), la
ecuacion vectorial del plano es:
m X=a+Mb—a)+uC-a),
que se obtiene observando que si X = (X, Y, ) € 7,
entonces:
OX =OA+ AX = &+x-ﬁ+u-ﬁ
e Sus ecuaciones paramétricas son: o
x=a, +A(b, —a;) +u(c, —a,) X =a; + AU, + v,
n=<y=a,+A(b, —a,)+pn(c, —a,) © n=qy=a, +Au, +uv, .

z=a5 +A(by —ag)+u(c; —ay) Z=a5+AUs+ v,

— Ay uson los parametros (nimeros reales indeterminados); pueden sustituirse por cualquier
otro par de letras:tyh;pyq...
Los distintos puntos del plano se obtienen dando valoresa A y p.
Un punto genérico del plano © puede denotarse asi:
 Si se “eliminan” los parametros se obtiene la ecuacion general (cartesiana o implicita) del
plano:

y-a, U, V,|=0<«< m=ax+by+cz+d=0.

Observaciones:
1) Como se ha puesto de manifiesto més arriba, AX =A-AB + -AC ; esto es, AX depende

linealmente de AB y AC . En consecuencia, el determinante asociado vale 0.

2) El plano no varia si en la expresion inicial se cambia el punto A por cualquiera de los otros
dos dados.

3) De la ecuacion implicita se puede pasar a las paramétricas despejando cualquiera de las
variables y designado las otras dos por A y . (Se vera en el siguiente ejemplo).

Ejemplo:

Las ecuaciones del plano que contiene a los puntos A(1, 2, 1), B(2, 3, 1) y C(0, 5, 3) son:

Vectorial: n=(x,y,2)=(121)+t(,10)+h{-13,2).

Los vectores son: AB = (2,3,1) - (1,2,1)=(1,1,0); AC=(0,5,3)— (1,2 1)=(-1,3,2).
X=1+t-h

Paramétricas: m=<y=2+t+3h.
z=1 +2h

— Parat=1yh=-1, por ejemplo, se obtienen el punto P(3, 0, —1) del plano.

— Los puntos genéricos de este plano son: X = (1+t —h,2+t+3h,1+ 2h).
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Implicita:
x-1 1 -
n=ly-2 1 3|=0= n=(x-1)2-(y-2)2+(z-1)4=0 =
z-1 0 2

= n=2X-2y+47-2=0= n=x-y+2z-1=0.

8]

— Dando valores a x, y y z que cumplan la ecuacién (cosa que 12

se puede hacer por tanteo) se obtienen puntos del plano. Asi, los  _, [y
puntos (1, 0, 0), (0, -1, 0) o (0, 0, 1/2) son del plano; en B 7
concreto, estos puntos son los de corte del plano con los ejes 5 1
coordenados. Otro punto puede ser (2, 1, 0). / El 0

— Despejando x en la ecuacion x—y+2z—-1=0 = x=1+y—2z,yhaciendoy=Ayz=p

X=1+A-2u
se obtienen otras ecuaciones paramétricas de m: {y = A
z= u

Como puede observarse, estas ecuaciones no coinciden con las dadas inicialmente, pero el
plano es el mismo; simplemente se ha cambiado la referencia. (Puede comprobarse que a
partir de estas ecuaciones paramétricas se llega a la misma ecuacién implicita).

. Condicion de pertenencia de un punto a un plano
Un punto pertenece a un plano cuando cumple su ecuacién: las coordenadas del punto
verifican la ecuacion del plano.

Ejemplos:

a) El punto P(3, -2, 6) pertenece al plano n=x+4y+2z—7 =0, pues sustituyendo:
3+4-(-2)+2-6-7=0.

El punto Q(1, 4, —2) no pertenece a ese plano,yaque 1 +4-4+2.(-2)-7=6#0.

b) Para que el punto R(-1, 3, 4) pertenezca al plano n=x—y+2z+d =0 es necesario que se
cumpla:-1-3+2-4+d=0=d=-4.

2.2. Plano determinado por un punto y dos vectores

Un plano gueda determinado por un punto y dos vectores linealmente independientes.

Es una consecuencia inmediata de lo visto anteriormente.

Siel punto es A= (a,,a,,a;) y los vectores 0 = (u;,U,,Us) y V = (v, V,, Vs ), el plano sera:

nm=a+Al+puu.

— T
i
— El' mismo plano puede venir determinado por distintas parejas /L’ﬁ /

de vectores y por un punto diferente. Asi, en el ejemplo anterior,
el plano viene determinado por el punto A(1, 2, 1) y los vectores

AB=1 =(1,1,0)y AC =V = (-1, 3, 2); pero también esté ﬁ*\i‘ n
determinado por el punto P(1, 0, 0) y los vectores 0" =(1,1,0) y i i >

V =(20,1).
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Ejemplo:
El plano determinado por el punto A(2, -1, 3) y por los vectores U = (1,-2,3)y V =(6, 0, 1)
es:
X=2+t+6h x-2 1 6
n=qy=-1-2t < |y+1 -2 0=0= n=-2x+17y+122-15=0.
z=3+3t+h z-3 3 1

2.3. Otras formas de determinar un plano
. Un plano queda determinado por una recta y un punto no perteneciente a ella.
Sielpuntoes Pylarecta X =a+Av, la ecuacion del plano sera:

X =a+AV+pAP. 7 T
Es obvio que también vale X = f)+7»\7+uﬁ5. // r /

Ejemplo:

La ecuacion del plano que contiene a la recta r: XT_l = yT+1 = i4 yal punto P = (0, 1, 2)
viene determinada por el punto A(1, -1, 0), o por P, y por los vectores V., = (2,1, -4) y AP =

0,1,2)-(1,-1,0) = (-1, 2, 2).

X=1+2t—h x-1 2 -
Suecuaciones: t=<y=-1+t+2h < |y+1 1 2|=0->mn 2x+z-2=0.
z=-4t+2h z -4 2

« Un plano queda definido por dos rectas que se cortan.
Si las ecuaciones de las rectas son:

r=X=a+av, y s=X=b+pv,,
la ecuacion del plano que determinan es:
n=X=a+AV, +uv;.
Es evidente que dicho plano contiene a las dos
rectas que se cortan.

Observacion: Dos rectas se cortan cuando tienen un punto en comun; en consecuencia, el
sistema determinado por las ecuaciones de ambas rectas debe ser compatible determinado.
El punto A puede sustituirse por el punto de corte P, o por el punto B de la recta s.

Ejemplo:
X=1+2t x=1+h

La ecuacion del plano que contiene a las rectas r =<y =-1+t y s=<y=-1+2h, que, como
z=2-t z=2-3h

se observa de manera evidente, tienen en comun el punto A = B = P(1, -1, 2), queda
determinado por ese punto y por los vectores V., = (2, 1,-1) y V.= (1, 2, -3).

x=1+2t+h x-1 2 1
Suecuaciones: n=<y=-1+t+2h < |y+1 1 2|(=0 »>m x-5y—-3z=0.
z=2-t-3h z-2 -1 -3
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Observacion:

Una manera de ver si dos rectas se cortan es resolver el sistema que determinan. Si ese
sistema es compatible determinado las rectas se cortaran, siendo su solucion las coordenadas
del punto de corte. (Si el sistema es incompatible las rectas no se cortan).

Ejemplos:
Xx=5+2t X=h
a) Paraversilasrectas r=4 y=1+t y s=<y=-3+2h se cortan, puede formarse el
z=—- z=5-3h
X, = Xq 5+2t=h 2t—-h=-5
sistema: |y, =y, © ¢1+t=-3+2h = {t-2h=-4 =t=-2,h=1,
Z, =1, —t=5-3h —t+3h=5

El punto de corte sera P(1, -1, 2).

X=5+2t X=1+2h
b) En cambio, lasrectas r=4 y=1+t y s=<y=-3+h no se cortan, pues el sistema:

X, =X 5+2t=1+2h 2t—2h=-4
Vi =Y, & ¢1+t=-3+h = { t—h=-4 esincompatible.

Z, =1 —-t=5-3h —-t+3h=5

S

« Un plano queda definido por dos rectas paralelas.
Si las ecuaciones de las rectas son:

R=X=8+A, yrL,=X=b+pu,.
la ecuacién del plano que determinan es:
n=X=a+AV,, +uRS.
siendoRerySes.
El vector RS puede sustituirse por AB.

Observacion: Dos rectas con paralelas cuando lo son sus vectores de direccion; cuando
Vrl = k\_irz .

Ejemplo:
X=1+2t X =2h

Lasrectas r=<sy=-1+ty s=<y=-2+h, que son paralelas por tener el mismo vector de
7=2-t z=3-h

direccién, definen un plano que viene determinado por el punto A (1, -1, 2) de r, y por los
vectores V, =(2,1,-1)yAB=(0,-2,3)- (1, -1, 2) = (-1, -1, 1).
Xx=1+2t—h x-1 2 -
Suecuaciéones: n=<y=-1l+t-h<|y+1 1 -1=0->m y+z-1=0.
z=2-t+h z-2 -1 1
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Observacioén final: Dos planos que se cortan definen (determinan) una recta.

. . . X—a -a, z-a
A partir de la ecuacion de una recta en su forma continua, r: 1_Y~% _ E

igualando las razones dos a dos se tiene:
X—a -a -a, z-a ., X—a
1 Y7% Y78 3 5 También =
Vi Vs AP V3 Vi V3
Operando en esas igualdades se obtiene:

{Vz(x_al)zvl(y_az) - {ﬂ:l VX =V Y —Vv,a +via, =0

v3(y—a2)=v2(z—a3) Ty VaY =V,Z=Vsd, +V,8; =0
{nl:ax+by +d =0
p—

P

. [ =z
n,: by+cZ+d’=0 L

Cada una de las ecuaciones obtenidas determina un plano: son ecuaciones lineales de la forma
ax+by+cz+d=0.
Los puntos comunes de esos planos son los de la recta.

Ejemplo:
- X-1=2y+2 X—2y—-3=0
Si larecta es r:X—lzy—H:i: y = y .
2 1 -4 —4y—-4=17 4y+72+4=0
Estas ecuaciones se obtienen de la pareja de igualdades:
x=1 y+1 y+1 z

> 1 Y1 Ty

— Reciprocamente, una recta queda determinada por dos planos gue se cortan.
Su ecuacidn viene dada por la solucion del sistema (compatible indeterminado) que forman
las ecuaciones de los respectivos planos.

Ejemplo:

Silos planos son m; =x—y+2z-1=0y nn, =2X—-Yy+2=0, la recta que determinan es:
X=-3+2t

=>r=qy=-4+4t.
Z= t

Un punto de esta recta es A(-3, —4, 0); su vector de direcciones v, = (2, 4, 1).

X—y+2z-1=0 e X—y=1-2z
2X-y+2=0 2X—y=-2

— Esta foto no es necesaria, pero hay espacio, tiene geometria y me gusta.
r w il R g

4

Foto: IMMG, Chicago.
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3. Posiciones relativas de planos en el espacio

3.1. Posiciones relativas de dos planos
Dos planos en el espacio pueden cortarse (determinando una recta), ser paralelos o ser
coincidentes.

22 - T,
— ITEI H‘“‘m -
———

La forma mas inmediata de determinar la posicion de dos planos en el espacio es estudiar el

_ _ {nl:ax+by+cz=d
sistema que determinan, que es: i i i L.

T, ax+by+cz=d

Este sistema nunca puede ser compatible determinado: tiene 3 incognitas y s6lo 2 ecuaciones.
« Si el sistema es incompatible, los planos son paralelos.
. Siel sistema es compatible indeterminado con un grado de indeterminacion (rango de (A) =
rango de (M) = 2), los planos se cortan en una recta. La ecuacion de esa recta viene dada por la
solucion del sistema. Por tanto, una recta queda determinada por dos planos que se cortan.
. Si el sistema es compatible indeterminado con dos grados de indeterminacion, los planos
son coincidentes. En este caso, rango de (A) = rango de (M) = 1.

Ejemplos:

T X+y+1=0 . . .
a) Los planos se cortan, pues las matrices de coeficientes y ampliada,

m,:2X-2+3=0

11 0(-1 .
A= =M, tienen rango 2.
2 0 -1/-3
La recta que determinan se puede obtener despejando y y z en funcién de x.
X= t
X+y+1=0 =-1-x
Queda: r = i y =>r= y — (haciendox=t) => r=<y=-1-t.
T, 2X—2+3=0 z=3+2X 342t

T i X+Yy-3z=1

i 1 1 -3/1
b) Los planos { son paralelos. Las matrices: A:( ‘ J: M,

T, 12X+2y—-62=0 2 2 -6/0

tienen distinto rango: 1, la primera; 2, las segunda.

T iX+y-3z=1
T, 1 2X+2y—-62=2
ecuacion es el doble de la primera.

¢) Los planos { son el mismo. Basta con observar que la segunda

—

. Propiedad: vector normal a un plano a

Dado el plano r:ax+by+cz+d =0, el vector V_= (a, b, c), cuyas | B
componentes son los coeficientes de las variables, es perpendicular al / p /
plano.
El vector v se llama vector caracteristico; otras veces se denomina vector normal a m.
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— Para demostrarlo hay que comprobar que si A y B son puntos cualesquiera del plano =, los
vectores AB y V_ son perpendiculares.

En efecto, si A(X,, Yo.2o) Y B(X, Y1, z;) son puntos del plano, se cumple que:
axg +byg +czp+d =0 = ax, +by, +cz, =—d y
ax, +by, +cz; +d =0 = ax; +by, +cz; =—d.

Por otra parte, AB = (X, —Xo, Y1 — Yo, 23 — Zo )-

Luego, V,.-AB = (a,b, c (X, — Xo, Y3 — Yo, 2 — Zo) = a(X, — %o )+ b(y; =y )+c(z, —75) =
= ax, + by, +cz, —(ax, + by, +cz,)=—d —(-d)=0.

En consecuencia, los vectores AB y V. son perpendiculares.

— Por tanto, partiendo de los vectores caracteristicos de ambos planos puede estudiarse su
posicion relativa, pues se cumple:
. si VYV, sonindependientes, los planos se cortan;

. siV, YV, sondependientes (V,=KkV_,), los planos seran paralelos o coincidentes.

T

= [T - T
/ ]

T
| -

_.“.:HT
e ,].I:l __.h""-..\L__

E?
.
\

miax+by+cz+d = . . __—
En general, los planos . son paralelos: se diferencian en el término
m,:ax+by+cz+d=0
independiente.

Ejemplos:

T IX+2y—-72=2 s _
a) Dados los planos , Sus vectores caracteristicos son vV ;= (1, 2,-1) y

m,:2X—z=1

(3]

V_,=(2,0,-1). Como dichos vectores son independientes, los
planos dados se cortan en una recta.

b) Los planos z = 0y z = 1 son paralelos. Su vector normal es
el mismo: v = (0, 0, 1). (Se corresponden con los niveles 0 y

1, respectivamente, del triedro de representacion cartesiano).

— La propiedad anterior posibilita que un plano pueda determinarse dando un vector normal a
él y uno de sus puntos. Igualmente, permitira determinar un plano perpendicular a una recta
dada; y viceversa, determinar una recta que sea perpendicular a un plano dado. En ambos
casos, el vector de direccion de la recta coincide con el vector caracteristico del plano.

Ejemplo:

Los planos cuyo vector normal es V. = (2, -1, 3) tienen por ecuacion n:2x—y+3z+d =0.
Cada uno de esos planos queda totalmente determinado dando uno de sus puntos. Asi, el
plano que contiene al punto P(1, 0, 5) debe cumplir que 21-0+35+d =0 = d =-17. Por
tanto, el plano sera ©w:2x—y+3z-17=0.
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3.2. Posiciones relativas de tres planos
Algunas posiciones relativas de tres planos en el espacio se observan en la figura siguiente.

La forma mas inmediata de determinar la posicion de tres planos en el espacio es estudiar el
m, cax+by+cz=d

sistema que determinan, que es: <, :aXx+b'y+cz=d"

g @ X+b7y+cz=d”

. Si el sistema es compatible determinado, los tres planos se cortan en un Gnico punto, cuyas
coordenadas vienen dadas por la solucion del sistema.

« Si el sistema es Cl con un grado de indeterminacion, los tres planos se cortan en una recta.
La ecuacion de esa recta viene dada por la solucion del sistema. En este caso se dice que los
tres planos son del mismo haz (de planos).

. Si el sistema es Cl con dos grados de indeterminacion, los tres planos son coincidentes.

« Si el sistema es incompatible, los tres planos no tienen ningn punto en comun. En este
caso rango de (A) <rango de (M). Pueden darse varias posibilidades:

1) Los planos se cortan dos a dos (dejan entre ellos un prisma triangular) — rango de (A) = 2,
rango de (M) = 3, los coeficientes de cada plano dependen de los coeficientes de los otros dos.
2) Dos de los planos son paralelos — rango de (A) = 2, rango de (M) = 3, los coeficientes de
un plano dependen sélo de los de los de otro plano.

3) Los tres planos son paralelos — rango de (A) = 1, rango de (M) = 2.

Ejemplos:
w i X+y—-2=0
a) Los planos <7, :2x+y =4  tienen un unico punto en comun, pues el sistema asociado
T, X—y+22=5
es compatible determinado (comprobar). Dicho punto es P(1, 2, 3), que es la solucion del
sistema.

T X+y-2=0

b) Los planos <, : 2x+y =3 tienen una recta en comdn, pues el sistema asociado es
Ty :3X+2y—-2=3

compatible indeterminado (puede observarse que la tercera ecuacion es suma de las dos

X=t
primeras). La recta que determinan es la solucion del sistema, que es: <y =3—2t.
z=3-t
T X+y—-2=0
c) Los planos <7, : 2x+y =3 no tienen ningdn punto en comun. El sistema asociado es

3 :3X+2y-2=0
incompatible (compruébese). Los planos se cortan dos a dos: ningun plano es paralelos a otro.
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T X+y-2=0

d) Los planos {m, :2x+y =3 no tienen ningdn punto en comun. El sistema asociado es
Ty —X—-y+2=4

incompatible (compruébese). Dos de los planos son paralelos: w1 y ma.

T X+y—-2=0

e) Los planos <7, : 2X+ 2y —2z =3 no tienen ningun punto en coman. El sistema asociado
Tyl —X—-y+z2=4

es incompatible (compruébese). Los tres planos son paralelos.

Observacion: Es frecuente plantear un sistema de ecuaciones con un parametro en un contexto
geométrico. Como muestra puede verse el siguiente ejercicio.

Ejercicio. Estudia, en funcion del parametro a, la posicion de los planos:
T iX+ay+z=1 m,:2X+y-z=1 mngz:3Xx+y+az=2
Solucion:
X+ay+z=1
La solucion se encuentra estudiando el sistema correspondiente: < 2x+y—z=1.
3X+y+az=2
Si A es la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada se tiene:

1 a 1|1 1 a 1
A=[2 1 -1|1|=M > |A=2 1 -1=-2a*-2a=-2a(a+l).
31 a|2 31 a
El determinante de A vale O cuandoa=00a=-1.
Con esto:

« Siaz0y-1=r(A)=3=r(M). El sistema serd compatible determinado. En este caso los
tres planos se cortardn en un dnico punto.

1 0 1|1
« Sia=0setiene: A=|2 1 -1|1(=M.
31 0|2

Como F3 =F1 + F2 = r(A) = r(M) = 2. El sistema sera compatible indeterminado. Los tres
planos se cortan en una recta.

1 -1 1)1
. Sia=-lsetiene: A=|2 1 -1|1|=M.
3 1 -1|2
1 -11
El rango de A es 2; mientras que el rango de M vale 3, pues |M1|:2 1 1/=1#0.Eneste
3 1 2

caso, el sistema es incompatible. Por tanto, los planos no tienen ningln punto en comun: se
cortan dos a dos.
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. Haz de planos determinado por una recta
Es el conjunto de todos los planos que contienen a esa recta.

n, cax+by+cz+d =0

Si los planos { se cortan en una recta, la ecuacion

T, ax+by+cz+d=0

de cualquier otro plano que contenga a esa recta serd una combinacion lineal

de las dos ecuaciones: =Kk, +Kk,m,. I /

Por tanto, la expresion de la ecuacion del haz de planos sera: f\ /
\Y

if
i

k,(ax+by+cz+d)+k,(@x+by+cz+d)=0 /

Si ky = 0 resulta el plano m2; si ko = 0 resulta el plano m1. Si k1 # 0, dividiendo
por dicho valor y llamando k a ka/ki, se obtiene una ecuacion mas cobmoda para el haz de
planos, que es: (ax+by+cz+d)+k(@x+by+cz+d)=0.

Observaciones:

1) Si al dar la ecuacion de cualquiera de los planos el término independiente estuviese a la
derecha del signo igual, habria que transponerlo a la izquierda.

2) Si la recta viene dada en cualquiera de sus otras formas (en lugar de definida por los dos
planos), para determinar el haz de planos que la contienen, habria que obtener dos de esos

planos. Se consigue despejando el parametro en cada una de sus ecuaciones paramétricas e
igualédndolas dos a dos.

Ejemplos:

T X=2y+z=-1
m,:2Xx-32-5=0
(x—2y+2z+1)+k(2x—3z2-5)=0 — (En m; el término independiente se ha traspuesto).

a) Los planos { determinan el haz de ecuacion:

Xx=1-2t
b) Para determinar el haz de planos que contiene a larecta r =4 y =3+t , puede procederse
z=-t

como sigue:
1) Se despeja el pardametro t en cualquiera de las ecuaciones; aqui t = —z.
2) Se lleva ese valor de t a las otras dos ecuaciones.

. X=1+2z X—-2z-1=0
Se tiene: r = &S r= .
y=3-z2 y+z-3=0

Por tanto, el haz de planos determinado por r es: (x—2z —1)+k(y+z—-3)=0.

4. Posiciones relativas de un plano y una recta

Las posibles posiciones relativas de una recta y un plano son tres:
1) La recta es paralela al plano;

2) La recta esta contenida en el plano;

3) La recta atraviesa (corta) al plano.

Son las que se observan en la figura siguiente.

¥ \r
Iy Fy Fa Fy _1"
/ S . /
Fs Vi i
/ y S
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4.1. Posiciones relativas de un plano y una recta: solucion algebraica
La manera mas inmediata de determinar cada una de estas posiciones es estudiar el sistema

ax+by+cz=d
asociado, que es: r {a’x +by+cz=d -
n:a’x+b’y+cz=d"
. Si el sistema es incompatible, la recta es paralela al plano.
« Si el sistema es compatible indeterminado, la recta esta contenida en el plano.

. Siel sistema es compatible determinado, la recta corta (atraviesa) al plano. El punto de
corte de una recta y un plano es la solucién del sistema.

La resolucion de ese sistema es sencilla cuando la recta viene dada en forma paramétrica, pues
basta sustituir las ecuaciones de la recta en la del plano:

. Si se obtiene una contradiccién (por ejemplo, 0 = 3), la recta es paralela al plano.

. Si se obtiene una identidad (la igualdad 0 = 0), la recta esta contenida en el plano.

« Si se obtiene una ecuacion con incognita el parametro, la recta corta (atraviesa) al plano. El
punto de corte se halla sustituyendo el valor del pardmetro en las ecuaciones de la recta.

Ejemplos:
X=1-A

a) Para determinar la posicién de larecta r =<y =-2+ 3L respecto del plano
z2=4

n=X+Yy+2z-5=0, se sustituyen las ecuaciones de la recta en la del plano:
n=0-1)+(-2+31)+4-5=0 = 2A-2=0 =L =1.
Por tanto, la recta corta al plano. El punto de corte es P(0, 1, 4), obtenido al hacerenr A = 1.
b) Para la misma recta, pero con el plano ©=3x+y+z—-5=0, al sustituir las ecuaciones de
la recta en la del plano se obtiene 7=3(1—1)+(-2+31)+4-5=0 = 0=0.
Esto indica que la recta esta contenida en el plano: todos los puntos de la recta cumplen la
ecuacion del plano.
c) Continuando con la misma recta, pero cambiando el plano por ©'=3x+y+2z+1=0, al
sustituir se tiene:
7'=31-A)+(-2+3)1)+24+1=0 = 10 = 0, que obviamente es absurdo.
Esto significa que ningun punto de la recta cumple la ecuacion del plano: son paralelos.
Observacion: Es frecuente plantear esta cuestion de manera gque sea necesario estudiar un
sistema de ecuaciones con un parametro, pero en clave geométrica. Como muestra puede
plantearse el siguiente ejercicio.

X—y+az=0
yelplano t=x+y+z—-2=0.
ay—-z=4

Halla los valores de a para los que r es paralela a .
Solucion:
Para que la recta sea paralela al plano es necesario que el sistema recta/plano sea incompatible
Xx—y+az=0 X—y+az=0
r =
ay-z=4 < ay—-z=4

Ejercicio. Se consideran larecta r = {

T:X+Yy+z-2=0 X+y+2=2
Para ello, el rango de la matriz de coeficientes debe ser menor que el de la matriz ampliada.
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1 -1 a |0
Las matricesson: A=|{0 a -1|4|=M.
1 1 1|2
1 -1 a
A=[0 a -l=a+l+l-a’=-a’+a+2=—(a+1)(a-2).
1 1 1
Este determinante valeOsia=-1o0a= 2.
Por tanto:

« Siaz-1y2 = r(A) =3 =r(M). El sistema sera compatible determinado: la recta corta al
plano.

1 -1 -1|0
« Sia=-1setendra: A=|0 -1 -1|4|=M.
1 1 112

1 -
El rango de A es 2, pues |A1|=‘0 j:—l;«to.

1 -1 0
Como el menorde M, [M,|=0 -1 4=-6-4=-10=0, el rango de M es 3.
1 1 2
En este caso el sistema es incompatible. Luego, si a = —1 la recta es paralela al plano.
1 -1 210
. Sia=2setiene: A=|0 2 -1|4|=M.
1 1 12

1 -
El rango de A es 2, pues |A| =‘0 2]1 =2=%0.

1 -1 0
Comoelmenorde M, [M,|=0 2 4/=-4=0,elrango deMes 3.
1 1 2

En este caso el sistema vuelve a ser incompatible. Luego, si a = 2 la recta también es paralela
al plano.

4.2. Posiciones relativas de un plano y una recta: solucién vectorial

Con frecuencia, la determinacion de la posicion entre una recta y un plano es mas rapida (y
segura, pues requiere menos calculos) si se aplican los procedimientos vectoriales que se
indican a continuacion, y se ilustran en la siguiente figura:

5 ¥
2 r A ; ;
Va Vo
t /
¢ .’f ry i
i’ f’ ’f 4
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. Larecta es paralela al plano — El vector de direccion de la recta es perpendicular al vector
caracteristico del plano. Por tanto, v, - V. =0. Ademas,siAer=A ¢ m.

. Larecta esta contenida en el plano — También v, - v_=0. Ademas,siAer=Aem.
. Larecta corta al plano — Los vectores V. y V, no son perpendiculares. Por tanto,

v, - V= 0. (Un caso particularmente interesante se da cuando la recta es perpendicular al
plano: debe cumplirse que V, =k _. Se estudiara mas adelante).

Ejemplos:
X=2+t

a) Larectalarecta r:9 y=1+t esparalelaal plano n:x—-3y—-2z-5=0, pues v, =(1, 1,
z=-2-t

-1) y v_=(1, -3, -2) son perpendiculares: v, - V. =(1,1,-1)-(1,-3,-2)=1-3+2=0.
Ademas, el punto A(2, 1, -2) e r no cumple la ecuacién del plano: 2 -3+ 4 -5 #0.

X=2-t
b) Larecta r:qy=1+t cortaal plano n:x—-y+2z-5=0yaque V, - V. #0.

z=2t

Enefecto, v, - v, =(-1,1,2)- (1,-1,2)=-1-1+4#0.
Sustituyendo las ecuaciones de la recta en el plano: 2—t —(1+1)+22t—-5=0 = t = 2.
Para ese valor de t se obtiene P(0, 3, 4), que es el punto de corte.

c) La recta anterior esta contenida en el plano ©: x—3y+2z+1=0, pues se cumple:
V, -V, =(2,1,2)-(1,-3,2)=-1-3+4=0.
Y, ademas, el punto A(2, 1, 0) e r también cumple la ecuacion del plano: 2 -3+0+ 1 =0.

d) Si se plantea el ejercicio visto anteriormente:

X—y+az=0
yelplano t=x+y+z—-2=0.
ay—z=4

Halla los valores de a para los que r es paralela a .
La solucion puede darse como sigue:
1) Se expresa la recta en forma paramétrica:

— Se consideran larecta r E{

x=4a+(l-a’ x=4a+(l-a’
X—y+az=0 ( )y ( )}\
r= S r= y=y =>r=qy=»L =
ay-z=4
7=-4+ay Z = —4ah

=V, =(1-a%,1,a)
2) Se impone que V, - V. =0, para que ambos vectores sean perpendiculares.
Como v, =(1,1,1)= ¥, - V, = 1-a®, L ajL1,1)=-a2 +a+2=—(a+1)}{a-2).
Los vectores son perpendiculares cuandoa=-10a=2.
En esos casos, la recta o es paralela o esta contenida en el plano.
—Sia=-1, el punto (-4, 0, —4) es de la recta (se obtiene para A = 0), pero no del plano.
—Sia=2, el punto (8, 0, —4) es de la recta (se obtiene para A = 0), pero no del plano.

Por tanto, en ambos casos la recta es paralela al plano.
3) Paraa#-1ya#2 larecta corta al plano.
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5. Posiciones relativas de dos rectas

Dos rectas en el espacio pueden ser paralelas, cortase o cruzarse, como se observa en la figura
siguiente.

5.1. Posiciones relativas de dos rectas: solucion algebraica

Las posiciones relativas de dos rectas pueden deducirse estudiando el sistema que determinan.
Este sistema sera de 4 ecuaciones lineales, si cada una de las rectas viene dada a partir de dos
planos. Las incognitas son X, Y, z.

ASsi rE{a1x+bly+clz:d1 y SE{aa,x+b3y+csz=d3

, para determinar su posicién
a,x+b,y+c,z=d,

a,Xx+b,y+c,z=d,
ax+by+cz=d,
: - . a,x+b,y+c,z=d
habra que estudiar la compatibilidad del sistema { * YT 2,
a;x+by+c,z=d,

a,Xx+b,y+c,z=d,

La discusién esquematica es:

. Sistema compatible determinado: rango de A = rango de M = 3 — Las rectas se cortan.

. Sistema compatible indeterminado: rango de A = rango de M = 2 — Las rectas coinciden.
. Sistema incompatible: rango de A = 3 y rango de M = 4 — Las rectas se cruzan.

« Sistema incompatible: rango de A =2 y rango de M = 3 — Las rectas son paralelas.

Observacion: Salvo en casos sencillos, que se dan cuando varios elementos de esas matrices
sean nulos, este método puede resultar engorroso.

Ejemplo:
X-y+z=1
X—y+z=1 y+z=-1 ) . X+2y =3
Para r = ys= , el sistema correspondiente es .
X+2y=3 2x—-y+z2=0 y+z=-1
2X-y+2=0
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 -1 11 1 -1 1|1
1 2 03 F2-F1/0 3 -1 2
A= =M — (Gauss) > A= =M.
0 1 1/-1 0 1 1|-1
2 -1 10 F4-2F1l0 1 -1/-2
El determinante de la matriz ampliada, desarrollado por la primera columna, vale:
3 -1 2
M|=11 1 -1/=3:(3)-1+2-(-2)=-14= Elrango de Mes 4.
1 -1 -2

Por tanto, el sistema es incompatible. Esto significa que las rectas se cruzan.
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— Otra solucidn de caracter algebraico, apropiada cuando las rectas vienen dadas en sus
ecuaciones parametricas, consiste en igualar las coordenadas genéricas de cada una de las
rectas. Se obtiene asi un sistema de 3 ecuaciones lineales con 2 incognitas (los parametros),
facil de discutir.

X, = Xq
El sistema en cuestion serd: <y, =y .
Z, =1

La discusion que se hace es:

« Sistema compatible determinado: la solucién hallada a partir de dos ecuaciones vale en la
otra — Las rectas se cortan.

. Sistema incompatible: la solucion hallada a partir de dos ecuaciones no vale en la otra —
Las rectas se cruzan.

. El paralelismo de ambas rectas se determina de manera evidente, comparando los vectores
de direccidn de las dos rectas, que deben ser proporcionales.

. Sistema compatible indeterminado — Las rectas coinciden: tienen vectores de direccién
proporcionales y, ademas, cada punto de una pertenece a la otra.

Observacion: Si el pardmetro de las dos rectas viniese dado con la misma letra, habria que
cambiar uno de ellos. Asi, si ambos vienen dados por la letra A, se cambia en una de las rectas
A por t.

Ejemplos:
X=1+A X = t

a) Para estudiar la posicion en el espacio de lasrectas r:qy=-2+3A y s:iy=-2+t se
Z=2\ z2=4-2t

plantea el sistema: x, =Xs; Y, =Y, Z, = Z,.

Esto es:

1+A =t
A=1/2 .
—2+43A=-2+t = { _3/2 — (Estos valores cumplen las 3 ecuaciones)
2A=4-2t

El punto de corte es: P(3/2, -1/2, 1). Se obtiene sustituyendo A = 1/2enr,o0t=3/2ens.
(Puede verse que el plano que contiene a ambas rectas tiene por ecuacion 4x —2y +z—-8=0).

b) Si las rectas vienen dadas, una en forma paramétrica y la otra mediante dos planos. Por
X=1+t
) X+y—-2z+1=0
ejemplo: r=sy=2-tys=
2X-y+2+2=0
z=3t
en las de s y resolver el sistema obtenido.
@+t)+(2-t)-3t+1=0 {4—3t =0

, resulta eficaz sustituir las ecuaciones de r

= , que resulta incompatible.
20+t)-(2-t)+3t+2=0 ~ |2+6t=0 a P

Por tanto, las rectas se cruzan.

Se obtiene: s = {
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5.2. Posiciones relativas de dos rectas: solucion geométrica

Se hace estudiando la relacién de dependencia lineal de tres vectores: los de direccion de cada
recta y cualquier vector determinado por dos puntos arbitrarios, uno de r y otro de s. Esto es:
V., V; YRS,siendoR erySes.

Obteniéndose:
. Rectas paralelas — los vectores de direccion son paralelos: V, = k.

. Si,ademas, V, = RS las rectas coinciden.
. Las rectas se cortan (son secantes) — los vectores V,, V, y RS son linealmente

dependientes, pues los tres estan en el mismo plano.
. Las rectas se cruzan — los vectores V,, V, y RS son linealmente independientes, pues los

tres vectores no estan en el mismo plano.

Ejemplos:
X=-1+t 3 <
a) Las rectas r:)(;zzy—_lzE ys:iqy= t secruzanenel - -i;'j" o
2 3 2 42t ‘\\
¥ == R
espacio, pues los vectores: %
V. =(2,3,2),V,=(1,1,-2)yRS=(-1,0,-4) - (2,1, 0) = (-3, -1, -4),
2 3 2
donde R € ry S e s, son linealmente independientes, yaque |1 1 —-2/=22 #0.
-3 -1 -4
X=1+A X= t
b) Lasrectas r:<y=—-2+3\ y s:<y=-2+t se cortan en el espacio, pues los vectores:
z= 2\ z2=4-2t
v, =(1,3,2),V,=(1,1,-2)yRS=(0,-2,4) - (1,-2,0) = (-1, 0, 4), son g
13 2 T~
linealmente dependientes, yaque |1 1 —-2=4-6+2=0. ‘2?* .
-1 0 4
Xx= 2t
c) Las rectas r: X=2 = y-1 _tra y s:<y=-2+3t son paralelas para cualquier valor de
2 3 "2 z=1-2t
a, pues tienen el mismo vector de direccion: v, = V,= (2, 3, -2).
Ademas, como el vector RS =(0,-2, 1) — (2, 1, -a) = (-2, -3, 1 + a) tiene la < ﬁﬁ,r
misma direccion que V, cuando a = 1, para ese valor de a = 1 ambas rectas e
coinciden. Vr
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6. Ejercicios finales

Ejercicio 1

a) Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos (1, 2, 3), (2, 3,1) y (3, 1, 2).

b) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1, 0, -1) y (1, -1, 0).

c) Determina la posicion relativa de la recta y el plano.

Solucién:

a) El plano viene determinado por el punto (1, 2, 3) y por los vectores
(2,3,)-(1,2,3)=(1,1,-2);y@3,1,2) - (1, 2,3) =(2, -1, -1).

Su ecuacion es:

x-1 1 2
n=ly-2 1 -1=0<< n=-3(x-1)-3(y—2)-3(z-3)=0 & n=x+y+z-6=0.
z-3 -2 -

b) La recta esta definida por el punto (1, 0, 1) y el vector (1, -1, 0) — (1, 0, -1) = (0, -1, 1).

x=1
Su ecuaciones: r=< y=-t .
z=-1+t

c) Para determinar la posicion relativa entre la recta y el plano pueden sustituirse las
ecuaciones de la recta en la del plano, obteniéndose:

1-t-1+t-6=0= -6=0
Como esa igualdad no tiene sentido, se concluye que la recta y el plano no se cortan. Esto es,
que la recta es paralela al plano.

Ejercicio 2
Estudia la posicidn relativa entre la recta r y s de ecuaciones:
X =2t
X—-y+7=0
r=; y=8 ; s= :
y—2z2=0
z2=3+2t
Solucién:
Las ecuaciones paramétricas de s son:
7.0 7 X=-7+2h
X—y+7= X=y-—
S: y =3 y — haciendoz=h— s:< y=2h
y-2z=0 y =2z —h

Para determinar la posicion relativa de ambas rectas hay que estudiar la dependencia lineal de
los vectores:
vV, =(2,0,2),V,=(2,2,1)yPS=(-7,0,0)- (0, 8, 3) = (-7, -8, -3).

siendo P un puntode ry S = (-7, 0, 0) un punto de s.

2 0 2
Como|2 2 1|=4-4=0 = los vectoresson linealmente dependientes.
-7 -8 -3

En consecuencia, las rectas r y s se cortan.
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Problemas propuestos

Ecuaciones de rectas y planos

1. Halla, en sus diferentes formas, las ecuaciones de la recta definida por el punto A(2,-1,1) y
el vector V= (-1, 0, 2).
¢ Pertenecen los puntos P(3, -1, -1) y Q(0, 2, 5) a la recta obtenida?

2. Halla las ecuaciones de la recta s que pasa por los puntos A(1, 3, —4) y B(3, -5, -2).

3. Halla la ecuacion del plano determinado por los puntos A=(1,0,1),B=(2,2,2)y
C=(1,-1,0).

4. Halla la ecuacion del plano determinado por los puntos: A(1, 3, 2), B(2, 0, 1) y C(1, 4, 3).
¢ Pertenecen los puntos P(-1, 2, -3) y Q(0, 4, 3) al plano obtenido?

5. Calcula b para que los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, b) y C(1, 0, 0) determinen un plano que
contenga al punto P(2, 0, 1). ¢Cuaél es la ecuacion de dicho plano?

6. Determina la ecuacién del plano que pasa por el punto A(-1, —1, 1) y tiene por vector
normala v = (1, -2, -1).
Halla otro punto P del plano y comprueba que el vector AP es perpendicular a v .

X= —A
7. Halla las ecuaciones del plano que contiene al punto P(5,0,-1)yalarectar:<y=-4
Z=2+A

8. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto P(1, 1, 1) y a la recta
P Xx-=3 y-1 z+1
-3 2 -2

9. Obtén las ecuaciones de las rectas que determinan los ejes cartesianos.
10. Obtén las ecuaciones de los planos cartesianos.

Otras formas de determinacion de planos y rectas

11. Halla las ecuaciones parametricas de la recta r interseccion de los planos de ecuaciones:
2X—2y—-2=9 y 4x-y+z2=42
Indica uno de sus puntos y su vector de direccion.

12. (Propuesto en Selectividad en 2011, Aragon)
Halla la ecuacion del plano paralelo a las rectas de ecuaciones:

7+1 {2x—y+z:—2

y que pasa por el punto A(1, 1, 2).

r=2-x=y=——, s
2 -X+y+3z=1
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13. Halla la ecuacidn del plano que contiene a los puntos P(0, 1, 1) y Q (1, 0, 1) y es paralelo a
x+3_y_z-1
0o 2

larecta r =

14. Halla la ecuacidn del plano que pasa por el punto P = (3, -1, 4) y es paralelo a las rectas r;

X=-1+2t 5 )
y Iz, de ecuaciones: r, =1y =2+t ;r, _x+l_y-2_z2+2
S 3t 1 2 -3

X 1
15. Dada la recta la recta r :{ 1 y el punto A(1, 1, 1), calcula:
y-z=
a) Un vector director de larectar.
b) El plano = que contiene a la recta r y al punto A.

. . x—1
16. Halla la ecuacion general del plano que contiene a la recta r, : = y=2—-27zYyes

X-y-2z=0
paralelo a larecta r, : .
X-2y+2=0

17. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, —1) y es paralela a

x-1_y-3_z
2 2 -1

Halla también la ecuacion del plano que contenga a ambas rectas.

r

Otros problemas (1)

18. Dibuja el triangulo de vértices los puntos A(0, 2, 0), B(2, 0, 0), C(0, 0, 2). Halla la
ecuacion del plano que los contiene.

19. (Propuesto en Selectividad en 2012, Castilla la Mancha)
Calcula el area del tridangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano
n=X—Yy+3z=-3 con los ejes de coordenadas.

20. Sean A, By C los puntos de interseccion del plano de ecuacion x+4y+2z—-4=0 con los

tres ejes coordenados OX, OY y OZ, respectivamente. Calcula:
a) El area del triangulo ABC.

b) El perimetro del triangulo ABC.

c) Los tres angulos interiores del triangulo ABC.

x=1
21. Dados los puntos A(1,1,0) yB(0,0,2) ylarecta r:qy =1+ 1, hallaun punto C € r de
z=1+1

forma que el triangulo ABC sea rectangulo con el angulo recto en C.
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Posiciones relativas de dos vy tres planos

22. Halla la posicion relativa de los pares de planos siguientes. Si se cortan, halla la ecuacion
de la recta que determinan.

a) t=2X+y—-2+1=0y a=x-3y—-z=0.

b) t=2x+y-z+1=0y a=-2x—-y+z-2=0.

C) t=x—-3y+2z2-1=0y a=2x-6y+4z-2=0

23. Dados los planos de ecuacion:
m, =2x+ky—z=1y mn, =x-3y—k?z=Kk.
a) Estudia, en funcién del parametro k, su posicion relativa.
b) ¢Existe algun valor de k para el que los planos 71 y 7> sean perpendiculares?

24. Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
T =2X+Y—-2=2;, m,=X+2yYy-7=3; ny=X-2y—-z=-1.
Si se cortan, halla el punto o la ecuacién de la recta que determinan.

25. Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
m, =X+10y-52=11; n,=X+2y-72=3; ny,=X-2y+z=-1.
Si se cortan, halla el punto o la ecuacién de la recta que determinan.

26. Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
m,=2X+8y-4z=0; n,=X+2y-2=3; ny=X-2y+z=1.
Si se cortan, halla el punto o la ecuacién de la recta que determinan.

27. Halla la ecuacién del haz de planos determinado por
T:X—Yy+22-5=0y n:2x—-y—-2z2+4=0.
De ellos, halla el plano que pasa por el punto P(0, —11, 4).
Xx-2y=-1

28. Halla la ecuacion del plano definido por el punto P(-1, 2, 0) y larecta s = {x yiz=1
— + —

29. Estudia, para los diferentes valores del parametro m, la posicién relativa de los planos:
T, MX—=Y+3Z2=mMm; 1w, :2X+4z=1; my : X-y+22=-2.

30. Estudia, para los diferentes valores del parametro a, la posicién relativa de los planos:
T, X+Y+22=0; n,:X+ay+3z=1; ny:x+y+(2-a)z=a
Cuando sean del mismo haz, determina la recta comdn.

31. Halla, segun los valores del pardmetro a, la posicion relativa de los planos dados por las
n, =X+22=0

ecuaciones: ym, =3y+z=0.
ny=ax+z=0

Cuando sean del mismo haz, determina la recta coman.

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Geometria del espacio: Ecuaciones de rectas y planos 113

Posiciones relativas de una recta y un plano

X= —A
32. Estudia la posicion relativade larecta r=<y=0 yelplano t=2x-y+3z=6.
Z=1+A

En el caso de que se corten halla el punto comdn.

33. Sea r la recta que pasa por el punto P(1, -1, 1) y tiene como vector director (1, 2, —2).
¢Existe algun valor de a para el cual la recta r esta contenida en el plano 2x+3y+4z=a?

34. (Propuesto en Selectividad en 2012, Catalufia)
X+y+2=0
Dados el plano w:x—y+2z-5=0 ylarecta r: .
2x-y+z=10
a) Calcula el punto de interseccion entre el plano y la recta.
b) Calcula la ecuacion de la recta s que esta contenida en el plano =, es perpendicular a la recta
rycortalarectar.

X+y+z-1=0

35. Dada larecta r :{ yelplano t:2x+y+mz—-3=0, se pide:

-X-2y+2=0
a) La posicion relativa de la recta r y el plano = segln los valores del parametro m.
b) El punto de interseccion de la recta r y el plano wen el caso de m =1,

Posiciones relativas de dos rectas

X= A X=1+t
36. Determina la posicion relativa entre las rectas: r:<y=2+XA; s:qy= 2t.
Z= -\ z=0

X= 3A X=2+5t
37.Dadas lasrectas r:qy=a+2A y s:qy=-1+T7t, determina su posicion relativa
z=1+2\ z=3+2t

dependiendo del valor de a.

38. Dadas las rectas
;- x+5: y—1: z2-2
3 2 -4
a) Comprueba que son paralelas.
b) Halla la ecuacion general del plano que las contiene.

{2x+y+22+5:o
ys:

2X—-y+2+11=0"

39. Determina la posicion de las rectas r y s, de ecuaciones:
r—{ 5X+Yy—2z=4 S {x—y:—S

2X—-2y—-72=-5 - z=4
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40. Determina la posicion relativa de las rectas r y s, siendo r la recta que pasa por los puntos

X — 7=0
P(0,8,3)yQ(2,8,5ys :{ y+ . Si se cortan, halla el punto de corte.

y—2z=0

41. (Propuesto en Selectividad en 2011, La Rioja)

X+3 y+4 z-
2

Q(a, 1, 0) se cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

La recta r de ecuaciéon

3 y la recta s que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y

42. Demuestra que las rectas r y s se cruzan:

Xl oyr2_, 5 g xly 271
3 3 3 4 -3
3 X=1+6A
43. Estudia la posicion relativa de las rectas r: > = y2—1 _ L +21 ys:d y=4n
z=-4\

Si determinan un plano, halla su ecuacion.

44, Estudia en funcidn de los valores del parametro a, la posicion relativa de las rectas r y s:
X—ay=2 X—z=1
r= , S= .
ay+z=1 y+z=3

Otros problemas (11)

Xx—2z=1
45. Sea r la recta que pasa por los puntos A(1,1,1)yB(3,1,2);y s z{ 9 g
y — =

Halla:

a) Su posicién relativa.

b) Si se cortan, su punto de interseccion.
c) Si existe, el plano que las contenga.

46. (Propuesto en Selectividad 2012, Comunidad Valenciana)

X=1+2a X=-1
Sedanlasrectasr,=9 y=a Yyr,=< y=1+p ,siendoay  parametros reales. Calcula
Z=2-qa z=-1-2

las coordenadas del punto de corte de r, y r.,.

47. a) Halla la ecuacion general del plano que pasa por los puntos (1, 2, 3), (2,3,1) y (3, 1, 2)
b) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos (1, 0, 1) y (1, -1, 0).
c) Determina la posicion relativa de la recta y el plano.

X+y—-2=0
48. Halla la ecuacion de la paralela a la recta r :{ y 1 que pasa por el punto (0, 1, 0).

2X—Yy+12=
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: 2X—Yy=m X+y=2
49. Dadas las rectas de ecuaciones: r = , S=
z2+2y=3 X+2z=3

¢ Qué valor debe tomar m para que ambas rectas se corten?

50. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1, 0, 0) y corta a las rectas
x-2 y-1 z _ | x+2y+z-1=0
2X—-y-2-3=0"

rn = = =— y =

1 -1 2

51. (Propuesto en Selectividad en 2011, Madrid)
Halla el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres vértices en las
intersecciones de las rectas:

y=0 x=0
N=X=Yy=2%, r, = Z:01 r,= Z=0.

conel plano t1=2x+3y+7z=24.

52. (Propuesto en Selectividad en 2012, UNED)

Halla a 'y b para que los tres planos wt, : Xx+2y—-z=1, m, :2x+y+az=0y

n, 13X+ 3y — 2z =b contengan a una misma recta r. Determina unas ecuaciones paramétricas
der.

Soluciones
1. Continua: r: X_lz - yglz 2;1. P(3,-1,-1) e r: Q0, 2,5) ¢ .
g = XZ1_y=38_z+4 3.1 Xx—y+2-2=0.
1 -4 1
4. n=2x+y-2-3=0.P(-1,2,-3) em; Q(0,4,3) ¢ n.
5b=3. m:x+y-z-1=0. 6. t:x—2y—-z=0.ConP(1,0,1) > AP =(2,1,0).
7. m:2x—y+2z-8=0. 8. 2x—y+2z-3=0
|y=0 |x=0 |x=0
9. Iy - -0 loy S0 loy y=0
X = p
10. z=0; y=0; x=0. 11. r:qy=-17+2p — P(0,-17, 25); v, = (1, 2, -2).
z2=25-2p
12. n=15x-7y+112-30=0. 13. n=2x+2y-z-1=0
14 t=x+y+z2-6=0 15.a) vV, =(1,1,1).b) mt:x—-z=0.
16. 1:3x—5y+2-5=0. 17. s = x2—1: y;2 - ”11. n:-3x+2y—22-3=0.
18. m:x+y+z2—-2=0 19.% 11 w2

20.a) v21 w2 b) v17 +3V5.¢c) A =29,81° B =83,77% C = 66,42°.
21.C=(1,3/2,3/2); C=(1,0,0).
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22.

23.
24.

25.

26.
217.

28.
29.
30.

X=-1-4t
a)r:iqy= t . Db) Paralelos. c) Coinciden.
z=-1-Tt

a) Se cortan para cualquier valorde k. b) k=10k =2,
Se cortan en el punto de coordenadas (0, 1, —1).

Xx=1
Los tres planos tienen una recta en comin: r=<y = t
2=-2+2t

Los tres planos no tienen ningln punto en comun, se cortan dos a dos.
X—y+22-5+Kk(2x—y—2z+4)=0; —=3x+y+62-13=0
-y-z+2=0.

. 3 .. . . 3
Sim# > tienen un Unico punto en comun. Sim = > los planos se cortan dos a dos.

Sia=0y 1, secortan en un Gnico punto. Si a =0, se cortan en una recta. Si a =1, se

cortan dos a dos.

31.

32.

34.

35.
36.

37.

38.

39.
42.

44,
45.

47.

48.

51.
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Z7=-3t

X =6t
Sia=1/2, r(A) = 3, un unico punto. Si a = 1/2, son del mismohaz —» r=4 y=t .
P(-3,0,4). 33.a=3.
X=4+t
a)P4,-3,-1).b) s=qy=-3+Tt.
z=-1+3t
a) Si m = 4, se cortan. Si m = 4, la recta esta contenida en el plano. b) (2, -1, 0).

Se cruzan.

1 ,
Se cortan cuando a = 5 En los demas casos se cruzan.

a)V, =—V,.b) m:2x+y+2z+5=0.

Se cruzan. 40. M(1, 8, 4). 41.a=2.C(-1, -2, 6).
Cierto. 43. y+1z=0.
Sia =0 se cruzan. Si a=0, se cortan.
a) Paralelas. b) No.¢) n=—x+2y+2z-3=0. 46. P(-1, -1, 3).
x=1
aym: Xx+y+z—-6=0.b) r:qy= —t.c) Larectaes paralela al plano.
z=-1+t
*=9 2 743
iy =1+t. 49. m=1. 50, res=YTc_Z2%3
1 -2 3
z= t
X=-1+t
32 U3 52.a=-1lyb=1.r={ y=t
72=-2+3
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