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Tema 6. Planos vy rectas en el espacio. Problemas métricos
(Anqulos, paralelismo y perpendicularidad, simetrias, distancias)

1. Anqulos entre rectas y planos en el espacio

1.1. Angulo entre dos rectas
El &ngulo entre dos rectas es el determinado por sus respectivos
vectores de direccion. Este angulo no depende de que las rectas se
corten o no.
Su valor se obtiene aplicando el producto escalar.
Silasrectasson: r=X=8+AV, y S=X=b+AV, =

= angulo (r, s) = angulo (v,, V).
En consecuencia:

r S
r|'|VS|

<l

cos (r, s) =cos(V,, V) =

<l

Observaciones:
1) Suele elegirse siempre el valor del &ngulo agudo; por tanto, si cos(V,, V,) fuese negativo

se tomara en valor absoluto.

W

-
SiV=(ay,a,,a3) y W=(b,b,,b5)=

VA= a, +a,b, +agby; V] = Jal? +a,? va?; Vit =/b,* +b,” +b,” .

<l

2) Recuérdese: VW = |V|{W|-cos(V, W) = cos(V, W) =

<l

Ejemplo:
X=1+4t
El &ngulo que forman las rectas r: x-1_ y+12 =z ;3 y s:qy=-1+5t es el que forman
- z=-3

los vectores V, = (2, -1, 3) y V.= (4, 5, 0):
VoV 3 3 3 _

= = = o= arccos —— = 82,8°.
Vel Ns| V1441 574 J574

Observacion: Se toma el angulo mas pequefio, el agudo, y con signo positivo.

cos (r, s) =cos(V,, V) =

1.2. Angulo entre dos planos
El angulo entre dos planos es el determinado por sus vectores
caracteristicos.
Si los planos son:
n:ax+by+cz+d=0y n:ax+by+cz+d=0= /— / ;
= éngulo (z, ") =éngulo (V_, V). =
En consecuencia: JC .
a-a+bb'+cc

Ja? +b2 +c2Jatehi4c?

AR

cos(n, ') = cos(V, ,V ):|Z”HZ”| =
T T
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Ejemplos:

a) El angulo que forman los planos n:x—y—-z-3=0y w:x+y—2+2=0 es el formado
por los vectores normales: V. =(1,-1,-1)y v =(1, 1, -1).

Luego,

cos(V_ ,V_)= %\7; :% = angulo (, n’) = arccos 1/3 ~ 70,5°.

b) El 4ngulo que determinan los planos: m:2x+y+z+1=0y n:—x+Yy+z =0 es de 90°,
pues:

e

(2,11(-1,11) _ 0
V22 412 417 (-2 +12 412 V63
Por tanto, ambos planos son perpendiculares.

=0 = angulo (r, &) = 90°.

cos(V, V)=

1.3. Angulo entre una recta y un plano

Es el menor de los &ngulos entre la recta r y cualquier recta contenida en el plano =; coincide
con el &ngulo entre r y r’, siendo r” la proyeccion de r sobre 7.

Su valor es complementario del angulo formado por el vector de

direccion de la recta y el vector caracteristico del plano. 'ﬁ’ﬂ* ﬁr/?

Esto es, / . 7
. oo 4 o (A
angulo (r, m) = 90° —angulo (V_, V,). /M=

En consecuencia, x/

V.V, S

sen (r, w) = cos(V,, V, )

AT
Recuérdese que sen o = cos (90° — o).

— Sia=0° larecta es paralela o esta contenida en el plano; si a = 90°, la recta y el plano son
perpendiculares.

Ejemplos:

x-1_ y+2 z-
1

complementario del formado por los vectores Vv, =(2,1,3)y v, =(1,-1, -1).

Luego,

a) El angulo que forma la recta r: 3 conelplano nt:x—y—z-3=0esel

sen (r, m) = cos(V, ,V, )= 2-1-3_-2 _ ~0,3086 (se tomara su valor absoluto) =

S iayz Ja2

= éangulo (v, ,V_) = arccos (0,3086) ~ 72,03° = angulo (r, ©) ~ 17,97°.

T

X=-1+t
b) El &ngulo que determina larecta: r:<y =2 conel plano :x=0 esel
Z= t

complementario del determinado por los vectores: v, =(1,0,1)y v, = (1,0, 0).

Luego,

sen (r, ) = (1,0.1)-(1,0,0) 1 = angulo (r, m) = n/4 — 45°.

NENG V2
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2. Paralelismo vy perpendicularidad entre rectas y planos en el espacio

2.1. Paralelismo entre rectas y planos
. Rectas paralelas
Dos rectas son paralelas cuando tienen el mismo vector de direccién (o cuando son

proporcionales: V, =kv,, k#0). Lasrectas r:X=8+AV Yy S:X = b +1tV son paralelas.

i vo_¥
Ejemplos:
X=2+3t x= 3t 7, z
a) Lasrectas r:cy=1+t y s:qy=-2+t son paralelas.
P':J‘Un?'u:xu:'
z1=7-2t z=5-2t
X=X, +3t

b) La paralela a las rectas anteriores que pasa por el punto que P (Xo, Yo, Zo) €S S:qy =Y, +1t .
2=17y—-2t

. Planos paralelos

Dos planos son paralelos cuando tienen el mismo vector caracteristico (0 cuando sus

componentes son proporcionales: V. =kv_., k#0).

Los planos w:ax+by+cz+d =0y n':ax+by+cz+d=0 son paralelos: sus ecuaciones se

diferencian en el término independiente.

Ejemplos:

a) Los planos m:2x—y+4z—-3=0y n:2Xx—y+4z+5=0 son paralelos.

b) El plano paralelo a los anteriores que pasa por el punto que Vo

P(Xo, Yo, Z0) tiene por ecuacion 2(x—x,)—(y—y,)+4(z—z,)=0. }

En particular, el plano paralelo a © que contiene a P(3, -2, 1) es: /LECa5) ?
2(x—3)-(y+2)+4z-1)=0 = 2x—y+4z-13=0. x|/

—_

. Rectay plano paralelos

Una recta es paralela a un plano cuando el vector de direccion de la

v?’
recta, v, , es perpendicular al caracteristico del plano, V_. En Vo
consecuencia, V, - V_=0.

¥

Ejemplo:

-1 —
Larectar= XT = y=3 = il es paralela al plano w: x+y+4z—-3=0, pues los vectores

2
V,=(2,2,-1)y v_=(1, 1, 4) son perpendiculares. En efecto: V,- V.=2+2-4=0.

— Existen infinitas rectas paralelas a un plano dado. Y reciprocamente, existen infinitos
planos paralelos a una recta dada. Por tanto, para la determinacion de un elemento a partir de
otro habra que afadir las condiciones necesarias. A continuacion se ven dos casos concretos.

« Plano paralelo a dos rectas que se cruzan

Un plano paralelo a dos rectas debe contener a los vectores de direccién de cada una de ellas.
Para determinarlo es necesario, ademas, conocer uno de sus puntos.
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Ejemplo:
P;ra hr;IIar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(0, 3, 2) y es paralelo a las dos rectas
siguientes:

r :L:y—+3:2+1 y r, :{ X—2=5

-1 2 2x+3y—-z2=0

1) Se observa que el plano pedido estara determinado por el
punto P (0, 3, 2) y por los vectores de direccion de las
rectas dadas, V., y V,,.
El vector v, = (-1, 2, 1). 2
Para obtener V,, se expresa r> en forma paramétrica. Para ello basta con despejar x en la
primera ecuacion y sustituir en la segunda. Asi:

X=5+12
X—2=5 X=5+1
r,: S =1r,:93y=-2-10 =
2Xx+3y—-2=0 256+2)+3y-z=0 L5
X=5+12 X=5+3t
r,: y:—lg—lz:>5: y:—lg—t—ePonmLVQ:(&—L3)
3 3 3
z1=12 z= 3t

2) La ecuacion del plano (que queda definido P(0, 3,2) , v,, =(-1,2,1)y V,, = (3, -1, 3)),
sera:

X =-A+3u x -1 3
niqy=3+2A-p & n:ly-3 2 -1=0<mn 7x+6(y—-3)-5(z-2)=0=
Z=2+\+3u z-2 1 3

= n 7X+6y—-5z-8=0.

. Recta paralela a dos planos que se cortan
El vector de direccion de la recta paralela a dos planos es perpendicular a cada uno de Ios
vectores caracteristicos de los planos dados. Por tanto, puede
obtenerse multiplicando vectorialmente dichos vectores.

Para determinar una recta concreta serd necesario, ademas, conocer
uno de sus puntos.

Ejemplo:

Para hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-2, 3, 1) y que es paralela a los
planos de ecuacion wt; : x—3y+z-1=0y n, : Xx+3y—-5=0.

1) Se halla su vector de direccion, que es: V, = V_; xV_,

1 Uy U
Como V,=(1,-3,1)y V, =(1,3,0)setieneque: V,xV,=[1 -3 1(=(-31 6).
1 3 0
X=-2-3t
2) Como contiene al punto P (-2, 3, 1), su ecuacién serd: r:qy =3+t
z=1+6t
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2.2. Perpendicularidad entre rectas y planos
. Rectay plano perpendiculares
Una recta y un plano son perpendiculares cuando el vector de

direccion de la recta, Vv, , es paralelo al caracteristico del plano, V_. r
En consecuencia, V, =k_. L
Existen infinitas rectas perpendiculares a un plano dado. Y / ] o
Ve - - - - - T i i i
reciprocamente, existen infinitos planos perpendiculares a una 71 B
recta dada. Por tanto, para la determinacion de una recta concreta a / - | |
T

partir de un plano, o de un plano a partir de una recta, habra que
afiadir las condiciones necesarias; por ejemplo, un punto.

Ejemplos:
X=2+3t

a) Larectar:qy=1+t esperpendicularal plano :3x+y—-2z-3=0, pues los vectores
z2=7-2t

V. y V_soniguales: V.= V_=(3,1,-2).

X=a; +3t
b) Las rectas de ecuaciones r 3y =a, +t Yy los planos de ecuacion n:3x+y—-2z+d =0.

son perpendiculares. Para determinar una recta o un plano concreto bastara con dar un punto.

X=X, +3t
c) La recta perpendicular a m que pasa por P(Xo, Yo, Zo) €S r 3y =y, +t .
z2=12,—-2t
Xx=1+3t
En particular, si P = (1,-3,5), larectaserd r sy =-3+t.
z=5-2t

d) El plano perpendicular a r que pase por el punto Q(Xo, Yo, Z0) €S
m:3(x—%o)+(y—Vyo)-2(z—2,)=0.

En particular, si Q = (2, -1, 6) el plano es:
m:3(x—2)+(y+1)-2(z-6)=0 < n:3x+y—2z+7=0.

— Obsérvese que en todos los casos V, =V_ = (3, 1, -2).

. Perpendicularidad entre dos rectas

Dos rectas son perpendiculares cuando o son sus respectivos vectores de
direccion.

Existen infinitas rectas perpendiculares a una dada. En particular, son
perpendiculares a r todas las rectas contenidas en un plano « perpendicular a r.
Por tanto, para la determinacion de una recta concreta habra que afiadir las
condiciones necesarias; por ejemplo, un punto, una direccion, indicar que
deben cortarse...
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Ejemplos:
X=1+3A x=1
a) Lasrectas r :y=-3+A y s y=2-2t son perpendiculares, pues los vectores
Z=5-2\ z2=2-t
V. =(3,1,-2)y v, =(0,-2,-1) loson: v, - V, =(3,1,-2) - (0,-2,-1)=-2+2=0.
X=2+3L
b) Para hallar la recta perpendiculara r sy = A , que pase por el punto P(-2, 0, 1) y que
2=2+2\

ademas corte a r, puede hacerse lo siguiente:
1) Hallar el plano & perpendicular a r que contenga a P.

-
Como su vector caracteristico, V_, debe serigual a v, = (3, 1, 2) y, ademas, | 3 /
contener a P, su ecuacion es: \PX E
m:3(x+2)+y+2(z-1)=0 = n:3x+y+2z+4=0. N
2) Hallar el punto Q, interseccion de r y . Para ello se sustituyen las A

ecuaciones de la recta en la del plano:
32+30)+A+22+21)+4=0 =>A=-1=Q=(-1,-1,0).

X=-2+t
3) La perpendicular pedida es la que pasa por los puntos Py Q. Su ecuaciones: py= -t
z=1-t

. Perpendicularidad entre dos planos

Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus respectivos
vectores caracteristicos.

Existen infinitos planos perpendiculares a uno dado. Por tanto, )
para la determinacion uno concreto habré que afiadir las Va ,
condiciones necesarias; por ejemplo, que contenga a un punto, que [T[
sea paralelo a una recta o que la contenga... (Recuérdese que un -
plano queda definido por un punto y dos vectores; en este caso, al
ser perpendiculares al plano =, s6lo se conoce uno de esos dos
vectores, que es V_).

Ejemplos:
a) Los planos m; :3x+y+2z2+4=0y m, : 2y —z =0 son perpendiculares pues los vectores
V,=0B12yv,=(0,2-1)loson: vV ,-V,=(312)-(0,2-1)=2-2=0.

b) La ecuacion del plano =" perpendiculara n=2x—-y+3z=6Yy que

X= —A
contienealarectar=<y=0 , viene determinada por el punto /n
z=1+A
P(0, 0, -1) y los vectores Vv, =(-1,0,1)y v_ =(2, -1, 3).
X=-3-A+2u X+3 -1 2
Su ecuacion es: = y=—u S =y 0 -1=0= nr=x+5y+z-1=0.
Z=4+7A+3u z-4 1 3
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2.3. Perpendicular comun a dos rectas

Existen infinitas rectas perpendiculares a dos dadas. El vector de direccion

de las perpendiculares se obtiene mediante el producto vectorial de los
vectores de direccion de las rectas dadas; esto es: V, =V, x V. z

La recta perpendicular comun que suele interesar (la que se busca) es la
que corta a ambas rectas.

7|
. Perpendicular comun a dos rectas que se cortan
Viene definida por el punto P de corte y por el vector v, =V, xV;. (Se trata, pues, de un

problema sencillo).

Ejemplo:
X=1+t X=1-2A
Para determinar la perpendicular comun, p,alasrectas r=<y= -2t ys=<y= A ,que
z=2+t 2=2-\
se cortan en el punto P(1, 0, 2), basta con calcular el vector v, =V, x V.
u, Uu, U, x=1+t P o
Como v, xV,=|1 -2 1|=@ -1 -3)= p=ly= - s
2 1 - 7=2-3t } ”

« Perpendicular comun a dos rectas que se cruzan

Hay dos maneras de calcularla:

Primer método: A partir de dos puntos genéricos.

Se toman dos puntos genéricos, uno de cada una de las rectas dadas, R e ry S € s, y se
impone la condicion de que el vector RS (0 SR) sea perpendicular a los de direccion de las
rectas, v, y V.

e 5 -
Se obtiene asi el sistema: iSYr =0 A
RS 'VS == 0 I|I 1_;
. r ¥
Se resuelve el sistema para obtener los puntos R y S concretos. R

La recta p queda definida por el punto R (0 S) y el vector RS.

Ejemplo:
Para hallar la recta perpendicular comdn a las retas r y s, de ecuaciones:

r_x_+1:y;2:i s x—2: y+1:z+2

S -2 2 -4 3 1 1

1) Se toman puntos genéricos de r y s:

R=(-1-2h,2+2h,-4h), S=(2+3t -1+t -2+1).
El vector SR = (-3 —2h —3t, 3+ 2h —t, 2 — 4h —t), que indica la direccion de la recta
perpendicular comun a r y s, debe ser perpendicular a los de direccion de r y s:

V. =(-2,2,-4)y v, =(3,1,1).
2) Se multiplica escalarmente (SR - V, =0, SR - V =0), y se obtiene el sistema:

24h+8t+4:0} -8

=

h:_—3 yt=—
—-8h-11t-4=0

50 25"
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Con esto:
R:(ﬂ,%,EJ:[—_ﬂ,ﬂ,Ej, s :[g—_ss,—_ssj
50 50 50 25 25 25 25 25 25
R= (_—48,@,%)5(—3,5, 4).
25 2525
3) La recta perpendicular comdn, que pasa por R y lleva la direccion de SR es:
X=-22/25-3t
p:y y=47/25+5t .
z=6/25+4t

Segundo método: A partir de dos planos.

La perpendicular comin puede obtenerse mediante la interseccion de
los planos 7 y 7.

El plano =y viene determinado por la recta r, a la que contiene, y por
el vector vV, x V.

El plano =s viene determinado por la recta s, a la que contiene, y por
el vector vV, X V.

(Puede verse la solucion del problema propuesto n. 40).

Ejemplo:
X=1+A X = u
Paralasrectas: r=qy= A ys=<y=2+2pu, laperpendicular comin puede obtenerse
Z= —-A z=0
como sigue:
U U; U
1)Sehallav,xv,=|1 1 -1 =(2,-1,1).
1 2 0

2) Se hallan iy y s
X=1+A+2h x-1 1 2

. 7, determinadoporry Vv, xV,= m, :qy= A-h < |y 1 -1=0=
Zz= —A+h z -1 1
=>n:. -3y-3z=0< y+z=0.
X= u+2t x 1 2
« T determinadoporsy V,xV, = m,=<y=2+2u-t<|y-2 2 -14=0=
Z= t z 0 1
=5 2X—Yy—-52+2=0.
3) Por tanto, la perpendicular comdn es:
X=-1-2\
{ y+z=0 <:>{ y=-2 (5y=A)= p=<y= A
2X—y-52+2=0 2X=-2+Yy+52 L=

Observacién: El lector interesado deberia hacer cada uno de estos ejemplos mediante el
método alternativo; y comprobar que la solucion es la misma.
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3. Proyecciones en el espacio

3.1. Proyeccion de un punto sobre un plano

La proyeccion de un punto P sobre un plano «t es el punto P~ del plano tal

que el vector PP” es perpendicular al plano; P” es el punto mas cercano de
na P. Se puede encontrar hallando interseccion de la recta r, T
perpendicular a = por P, con el plano .

Ejemplos:

a) Para hallar la proyeccion de P(1, -1, 0) sobre el plano nt:3x+y—2z+7 =0:
Xx=1+3t

1) Se halla la recta perpendicular a = que contienea P — r:<y=-1+t.
z=-2t

2) Se halla el corte entre ry m — m:3(1+3t)+(-1+t)—2(-2t)+7=0 = t=-9/14.
Por tanto, el punto P"= (-13/14, -23/14, 18/14).

‘J P70, 2,3)
b) La proyeccion de un punto cualquiera sobre los planos I 5
cartesianos es inmediata. Basta con hacer 0 la coordenada P03 [AL2.3)
correspondiente. Asi, por ejemplo, la proyeccion de P(1, 2, 3)
sobre el plano z=0es P"(1, 2, 0); sobre el planoy =0 es o ¥
P (1,0, 3); y, por ultimo, sobre el planox =0es P”"(0, 2, 3). 1/{;‘_1_*’_-
X PT(1,2,0)

3.2. Proyeccion de una recta sobre un plano

La proyeccidn de una recta r sobre un plano 7 es la recta que se obtiene al proyectar dos
puntos de r sobre . También se puede encontrar hallando la interseccion de los planos ty n’,
siendo =" el plano perpendicular a © que contiene a r. (Este plano n” esta determinado por la
recta r y por el vector v_; esto es, por un punto A e ry por los vectores vV, y V_.)

]
e f

7 ’?ﬂ}. v ‘i-‘ﬁ;f}]

Ejemplos:

., 1
a) Para hallar la proyeccion de la recta r: X y+3 = % sobre el plano

-1 2
n:3X+y—-2z—-7=0:

1) Se halla el plano n” determinado por A(0, -3,-1) e r, V,=(-1,2,2)y V.= (3, 1, -2).
X= —t+3h x -1 3

Suecuaciones m:cy=-3+2t+h < :ly+3 2 1|=0= 7:-6x+4y—7z2+5=0
z=-1+2t-2h z+1 2 -2

2) Las ecuaciones de la recta proyectada son:
x=11/6+A/18

— En forma paramétrica: r':<y=9/6+11A/6.
=X

.| 3x+y-2z-7=0
—6Xx+4y—-72+5=0
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Observacion: El lector interesado deberia comprobar que se obtiene el mismo resultado
proyectando dos puntos de r sobre 7t; por ejemplo, los puntos P(0, -3, -1) y Q(-1, -1, 1).

b) La proyeccion de una recta cualquiera sobre los planos cartesianos es algo mas sencilla.
Basta con hacer 0 la coordenada correspondiente.

Xx=1+3t
Asi, por ejemplo, la proyeccion de larecta r:<y=-1+t sobre el plano z = 0 se halla
z2=3-2t
proyectando, por ejemplo, los puntos P(1, -1, 3) y Q(4, 0, 1) de ella, obteniéndose los puntos
P(1,-1,0) y Q'(4, 0, 0), respectivamente.
Xx=1+3t
La recta proyectadaes: r':qy =-1+t.
z=0
(Obsérvese que basta con hacer 0 la componente z).

Xx=1+3t x=0
— Igualmente, la proyeccion de r:<y=-1+t sobreel planox=0serd r'":qy =-1+t.
z=3-2t z=3-2t

(En este caso se hace 0 la componente x).

Xx=1+3t
— Y sobreel planoy=0serd r"":sy=0
z=3-2t

3.3. Proyeccién de un punto sobre una recta

La proyeccion de un punto P sobre una recta r es el punto P de la recta
tal que el vector PP es perpendicular a ella; el punto P~ es el mas
cercanoderaP.

El punto P” se puede encontrar hallando la interseccion del plano ,
perpendicular a r por P, con la rectar.

Ejemplo:
x=1-2t
Para hallar la proyeccion de P(1, 2, -1) sobre larecta r:qy = —-1+t:
z=3

1) Se halla el plano perpendicular a r que contieneaP — n:-2x+y+d =0.
Como debe conteneraP(1,2,-1) => —-2+2+d=0=d=0.Elplanoes n:-2x+y=0.

2) Se halla el corte entre rym — n: —2(1—2t)+(-1+t)=0 = t = 3/5.
Por tanto, el punto P"= (-1/5, -2/5, 3).
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4. Simetrias en el espacio

P
4.1. Simetria de un punto respecto de otro .
Dado un punto P, su simétrico respecto de M, es otro punto P” tal que el '-_514’
punto medio entre Py P” es el punto M. N,
Como P y M son conocidos, suponiendo que P~ = (Xo, Yo, Zo) € imponiendo P

que las coordenadas de M sean las del punto medio, se deducen Xo, Yo Y Zo.

Ejemplo:
SiP=(2,1,7)yM=(1,3,5), suponiendo que el simétrico es P" = (Xo, Yo, o), el punto medio
entre Py P sera: M = 2+ %, , 1+ Yo , T+ 2 .

2 2 2

ComoM = (1, 3,5) = (L, 3,5) = (2+2X0' = 7+2z0j -

1=2% X, =0; g-1tYo Yo =5; 5_t% _ z, =3.
2 2 2

Por tanto, P" = (0, 5, 3).

4.2. Simetria de un punto respecto de un plano

Dado un punto P, su simétrico respecto de un plano 7, es otro punto
P’ tal que el punto medio entre Py P” es el punto M € =, y, ademas,
el vector PP” es perpendicular al plano.

Por tanto, el punto P”, simétrico de P respecto del plano m, €s el
simétrico de P respecto de M, siendo M la interseccion del plano
con la recta que pasa por Py es perpendicular al plano.

Ejemplo:

Para hallar el punto simétrico de P = (0, 1, -2) respecto de n: x—2y +2z—-3=0, se puede
hacer lo siguiente:

1) Se calcula el punto M: — es el de corte de la recta r, perpendicular a & por P, con dicho
plano.

X= A
Como vV =(1, -2, 2), se deduce que r:qy =1-2X
z2=-2+2\

Corte de la recta r con plano
A—2(1-20)+2(-2+20)-3=0 = A=1=>M=(1,-1,0).

2) Suponiendo que el simétrico es P’= (Xo, Yo, Zo), el punto medio de P y P es:

M = Xo l+yy —2+7 .
2 2 7 2

2 2

-2
Yo Yo=-3; 0= I Zo=2.

ComOM:(l’1’0)2(11110):(X_20, 1+y0 _2+Zoj:>

1:X—°:> Xo =2; —1:1
2

Por tanto, el punto simétrico de P respecto de mes P* = (2, -3, 2).
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4.3. Simetria de un punto respecto de una recta
Dado un punto P, su simétrico respecto de una recta r es otro punto P", que cumple:
1) El punto medio, M, entre P y P” debe ser de la recta.

2) El vector PM debe ser perpendicular al vector v, de direccion de la ™

recta. Esto es, debe cumplirse que vV, - PM = 0. R N »
(El punto M puede determinarse mediante el corte de r con ¢l plano =, < N, /
que contiene a P y es perpendicular ar). {

Ejemplos:

a) Para hallar el punto simétrico de P = (1, 2, 9) respecto de la recta
X= t

r:qy=3+t, puede hacerse lo siguiente:
7= 4

1) Sea M un punto genérico de la recta: M = (t, t + 3, 4t).

Por tanto:

PM=(t,t+3,4t)-(1,2,9) =(t—1,t+1,4t-9); V, = (1, 1, 4).
Como debe cumplirse que v, - PM = 0, entonces:

(1,,4) - (t-1,t+1,4t-9)=t-1+t+1+16t-36=0=18t=36 = t =2.
Luego, M= (2,5, 8).

2) Si P" =(a, b, ¢), el punto medio entre Py P" ser&: M = (a+1 b+2 C+9).

2 2 2
Como M = (2, 5, 8), igualando las coordenadas de ambos M se tiene:
aT”:z —a=3 2f2_5_p-g 129=8:> c=7.

Luego, el punto el punto simétrico de P respecto de res: P" = (3, 8, 7).

b) Como se ha dicho arriba, un método alternativo para calcular M consiste en hallar el punto
de interseccion entre la recta y su plano perpendicular.

) X+2y = . i
Asi,siP=(2,0,1)ylarectar z{ y , para hallar su simétrico P” se procede como
sigue:

X=-2t
1) Se hallan unas ecuaciones paramétricas de larecta: r={ y=t .
z=0

Por tanto, el plano =, perpendicularares n:—-2x+y+d =0;ycomo contiene P = (2, 0, 1),
setendraque 4+d=0 = d=4. Luego, n:-2x+y+4=0

2) Se calcula ahora el punto M, interseccién de 7 con r:
—2(-2t)+t+4=0 = 5t+4=0 = t=-4/5.
Luego, M = (8/5, —4/5, 0).

3) Una alternativa a imponer que M sea el punto medio entre P y P” es exigir que los vectores
PM y MP” sean iguales.
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SiP" =(a, b, c), debe cumplirse que PM = MP":
PM = (8/5, -4/5, 0) — (2, 0, 1) = (-% _4 —1}

MP” = (a, b, ¢) — (8/5, —4/5, O)—=(a—g, b+g, c).

Luego,
_Eza_ﬁ = a:§; ——=b+ﬂ =b=——; 1=c=c=-1
5 5 5 5

El punto buscado es P ( , —g, —)

5. Distancias en el espacio

5.1. Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos Ay B, d(A, B), es igual al médulo del vector AB.
Si las coordenadas de esos puntos fuesen A = (a;,a,,a;) y B = (b;,b,,b;), entonces

AB= (b -2y by _az'b %) = B=(by,by.b5)
= d(A, B) = [AB| = (b, —a,)" + (b, —a, ] +(b; —a, )’ . o

A=(m.cy0) —
-

Ejemplo:
SiA=(1,-2,0)yB=(3, -1, 4), la distancia,

d(A, B) = (3-1)% + (-1— (=2))% + (4-0)2 =21
Observa que coincide con el modulo del vector:
AB=b-a=(3-14)—(1,-20)=(214) - ‘E‘ —V2241% 142 =21,
Observa también que:
d(A, B) =d(B, A) = |BA|= JA-3)2 +(=2—(-1)% + (0-4)2 =/21.

5.2. Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto P a un plano = es la distancia entre P y su proyeccion P’ sobre 7.
Es la menor de las distancias entre P y cualquiera de los puntos de 7.

Se puede determinar proyectando el punto sobre el plano, para calcular después la distancia
entre ambos puntos.

Existe una férmula que facilita su célculo, que es:

d(P = (X0, Y. 2o) m:ax+by+cz+d =0) %ax0+byo+czo +d|

Ja? +b% +¢c? ‘
Obtencion de esta formula
Sea P = (Xo, Yo, Zo) Y P = (X1, Y1, z1) Su proyectado sobre el plano

n.ax+by+cz+d=0. v
Se cumple que los vectores PP’ y V. =(a, b, c) son paralelos. Por ,1/ LP'Exl,yl,V

consiguiente:

:P('xlil M- 5 :I

—_—

V,|-cos0® = PPV, = P Py

) = ‘P P‘ n(%)

PPV, =
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Como PP = (o, Yo, Zo) — (X1, Y1, 1) = (xo — X, Yo — Y1, 29— 2 ) el producto escalar

PPV, =a(x, — x,)+b(yy — Y1)+ (zy — 2,) = ax, + by, +cz, —(ax, + by, +cz,) =

= PPV, =ax, +by, +cz, +d, pues de ax, +by, +cz, +d =0= —(ax, +by, +cz,)=d.

Por otra parte, [V,|=va®+b?+c?.
Luego, sustituyendo en (*), queda:
o +by, +czy+d |

d(P = (Xg, Yo.20), 7 : ax+ by +cz+d =0) % N e ‘
a® +b® +c?

Ejemplo:
La distancia del punto P = (-1, 3, 4) al plano w:2Xx—-5y+z—-7 =0 es:
2(-1)-53+4- 7\ —20|_ 20

Zro7 2| Nl ¥

d(P=(-1 3, 4),7:2x-5y+2-7=0) =

. Distancia entre dos planos paralelos
La distancia entre dos planos paralelos = y o' es igual a la distancia de cualquier punto de 7 al
plano m”:

d(x,7)=d(P,7),P e

Ejemplo:
La distancia entre los planos n:2x—-5y+z—-7=0y n:2Xx—-5y+z+3=0 esigual ala
distancia del punto P(0, 0, —3) € m al plano n". Vale:

d(P.) = —3-7 \: 10

J2+(5F 12| 30

5.3. Plano bisector de dos planos que se cortan

Dados dos planos 71 y w2 que Se cortan en una recta, el plano bisector de
ellos es el que divide el angulo diedro que determinan en dos angulos
iguales. (Es el concepto analogo a la bisectriz de un angulo determinado
por dos rectas.)

Propiedad
Todos los puntos del plano bisector estan a la misma distancia de los

planos dados. Esto es, si el punto P(x, y, z) pertenece al plano bisector T,
se cumple que d(P,x,)=d(P,=,).
Por tanto, si los planos dados son:

m, iaxXx+by+cz+d, =0y n,:a,x+b,y+c,z+d, =0,
La ecuacion del plano bisector sera:

ax+by+cz+d, a,x+b,y+c,z+d,

Ja,© +b’° +¢” +.a,” +b,% +¢,”

El signo + advierte que hay dos soluciones.
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Ejemplo:
El plano bisector de los planos «t, :3x—4y—-6=0Yy m, : 2x—2y+2z-1=0, viene dado por
la ecuacion:

3X—4y -6 _ 2Xx—-2y+z-1 N 3X—4y -6 _ 2x—2y+z—1.

32+ (<4)?  +27 +(=2)% +1° 5 +3

Los planos bisectores son:

m:+3(3x -4y —6)=5(2x—2y+2-1) = m:x+2y+52+13=0.

7 -3(3x—4y —6)=5(2x -2y +2z-1) = 7:19x - 22y +5z-23=0.
Observacion: Puede verse que los planos bisectores son perpendiculares.

5.4. Plano mediador de dos puntos (de un segmento)
Dados dos puntos A y B, el plano mediador del segmento AB es el plano perpendicular al
segmento y que contiene a su punto medio M.

(Es el concepto analogo al de mediatriz de un segmento).

Propiedad 1Al
Todos los puntos del plano mediador estan a la misma distancia de los ~ “.---~ L ~-..B
extremos del segmento. Esto es, si el punto P(x, y, z) pertenece al plano M

mediador &, se cumple que d(P, A) = d(P, B).
La ecuacion del plano mediador se halla facilmente si se tiene en
cuenta que su vector director es AB y que contiene al punto M.

Ejemplo:

Djadosplos puntos A(-2, 3, 0) y B(2, -1, 2), el plano mediador del segmento AB tiene por

vector directora V, = AB=(2,-1,4)-(-2,3,2) = (4,4, 2).

Por tanto, su ecuacion serd: w:4x—4y+2z+d =0.

—2+2 3-10+2
2 272

Luego, el plano mediador es n:4x—4y+2z2+2=0 < n:2x—2y+z+1=0.

— Si se aplica la propiedad d(P, A)=d(P, B), suponiendo que P(x, y, z), se tendra:

d(P, A) = (x+2) +(y—3) + 2% = /(x=2) +(y +17 +(z - 2)* =d(P, B).
Elevando al cuadrado se obtiene la misma ecuacion: m:2x—2y+z+1=0.

Como contiene al punto M = ( j =(0, 1, 1), debe cumplirse que d = 2.

5.5. Distancia de un punto a una recta
La distancia de un punto P a una recta r es la distancia entre P y su proyeccion P” sobre r.
Es la menor de las distancias entre P y cualquiera de los puntos de 7.

Se puede determinar proyectando el punto sobre la recta, para calcular despues la distancia
entre ambos puntos.

Existe una formula que facilita su célculo, que es:

‘ﬁi X Vr‘
7]
Obtencidn de esta formula
En la figura de la derecha se ha sombreado el tridngulo determinado

por los vectores AP yv,,Aer.
La superficie, S, del triangulo puede determinarse de dos formas: mediante el producto

d(P,r)=
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vectorial; o a partir de su base y su altura, que es la distanciade P ar.
basealtura |V, |[d(P,r)

Esto es: S =1var yS=
2 2 2
Igualando y despejando se obtiene:
T A T N AP T,
—‘Avar SN hid el SAPANEN ‘Avar =[7,[d(P,r) = d(P,r)="—
2 2 A
Ejemplo:
Xx=-1-2t
La distancia entre el punto P = (2,0, -1) ylarecta r=qy =2+t se calcula como sigue:
z=-1+3t

1) Se determina el vector AP, conA= (-1, 2, -1) y el producto vectorial AP XV, :
AP =(2,0,-1)— (-1, 2, 1) = (3, -2, 0).

—

ul u2 u3
Como V,=(-2,1,3): APxV,=|3 -2 0|=(-6,9-1).
-2 1 3

= J(-6)? +9% + (-1)? =118 ; V.| = /(-2)? + 12 + 3* =14,
2) Se aplica la formula:

‘APX\_ir B /118 B Q
v, ovia V7

Observacioén: Es mas intuitivo, y alguna vez mas rapido, determinar esa distancia calculando
el punto, P, de corte del plano perpendicular a r que contiene a P — d(P,r)=d(P,P).

Se tiene que ‘ﬁ XV,

d(P,r)=

5.6. Distancia entre dos rectas

. Distancia entre dos rectas paralelas

La distancia entre dos rectas paralelos r y s es igual a la distancia de — /

cualquier punto de r a la recta s: = L /

d(r,s)=d(P,s),P er. /

Ejemplo: /
Xx=-1-2t X =-2t

La distancia entre las rectas paralelas r=<y=2+t ys=qy=-2+t, se calculacomo
z=-1+3t z=1+3t

sigue:

1) Se halla el plano perpendicular a las rectas por el punto P(-1, 2, —1) de r: su vector
caracteristico es V. =V, = (-2, 1, 3); y su ecuacion:
m:-2(x+1)+(y-2)+3(z+1)=0 & m:-2x+y+32-1=0.
2) Se calcula el punto de corte, P”, de ese plano con la recta s:
—2(=2t)+(-2+t)+3(1+3t)-1=0 =t=0—->P =(0,-2, 1).

3) La distancia d(r,s) = d(P,s) =d(P, P)= 1% + (—4)? + 2% =/21.

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias) Geometria del espacio: Problemas métricos. 133

. Distancia entre dos rectas que se cruzan
La distancia ente dos rectas, r y s, es la menor de las distancias P ¥,
posibles. Es la distancia de un punto cualquiera de r al plano I

paralelo a ella que contiene a s: | v
d(r,s)=d(P,n), P erymrplano paralelo a r que contiene as. 5 =
¥

Ejemplo:
X=-1-2t X=2+3t

La distancia entre las rectas que se cruzan r=<y =2+t ys=4y=1-2t, se calcula asi:
z=-1+3t z= t

1) Se halla el plano m, paralelo a r que contiene as.
Su ecuacion, que viene determinada por sy por vV, = (-2, 1, 3), es:

X=2+3t-21 x-2 3 =2
niqay=1-2t+A < |y-1 -2 1|=0=m —-7x-11ly—-z+25=0.
z= t+3)\ z 1 3

2) d(r,s)=d(P,m), P(-1,2,-1) e r. Luego, d(r,S)}\/7(.(71)21(1.211;-((1)535} ) \/11_1
—-7)° +(-11)° + (-

Observacion: La distancia entre dos rectas también puede obtenerse a partir del producto
mixto. Recuérdese que el volumen de un paralelepipedo, que es igual al &rea de una de sus
bases por la altura correspondiente, se halla también mediante el producto mixto de tres
vectores que parten de un vértice y siguen la direccion de sus aristas; por otra parte, el area de
una de sus bases se obtiene multiplicando vectorialmente los dos vectores que la determinan.

Esto es: V :‘[vr,vs,ﬁ] =V, xV|d .

Despejando d =d(r,s), se obtiene: d(r,s) =

siendo SR un vector quevaderas:RerySes.

Ejemplo:
Para las rectas del ejemplo anterior:
V, =(-2,1,3), Vv, =(3,-2,1)ySR=(-1,2,-1) - (2,1,0) = (-3, 1, -1).

-2 1 3
El producto mixtovale: | 3 -2 1|=-11.
-3 1 =
l]1 _’2 UB
El producto vectorial, V, xV; = -2 1 3| =(7,11,1) = |V, xV,|=171.
3 -2 1

En consecuencia, d(r,s) =

rr Vs 11
VoxV| V171 Vi1
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Problemas propuestos

Angulos entre rectas y planos

Xx—2y=-1
1. Dadas las rectas r y s de ecuaciones: r=x—-1=y=1-7z; SE{ y .
y+z=1
a) Comprueba que se cortan y halla su punto de corte.
b) Determina el angulo que formanrys.

c) Halla la ecuacion del plano que contienearys.

2. (Propuesto en Selectividad en 2012, Murcia)
Calcula el angulo que forman la recta r y el plano =, siendo:
P x+1 y-1 z-

2
IX—=2y—-z=4.
2 T -1 1 T

3. Halla el &ngulo que forma el plano =: x+y+ 2z =0 con la recta de ecuaciones

r_x+y:1
ly+z=1
, X+y=1
4. Halla el angulo que forma la recta r = 1 con el plano nt= J3x—z=3.
X—y=

5. Determina el &ngulo que forman los planos:
m 3X—Yy+22+1=0y m, :2Xx+y-52-1=0.

6. Halla el angulo que forman los planos wt, :2x—y+z=0y m, : X+y+2z-1=0.

Paralelismo y perpendicularidad

Xx-1 y+2 z-5

3 -1
a) Halla la ecuacion del plano & que pasa por P y es perpendicular a la recta r.
b) Halla el punto de corte entre la recta r y el plano =.

7.SeaelpuntoP=(1,2,3)ylarecta r:

8. (Propuesto en Selectividad en 2011, Asturias)

2Xx—-y-5=0

X+z-2=0"

a) Determina el plano =t que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.

b) Halla la ecuacion de la recta perpendicular a = que pasa por el punto (1, 0, 1).

Se considera larecta r: {

X=1+4A
9. Sea a # 0 un nimero real, y las rectas de ecuaciones: r Eg =y= i; S=¢ y=2A
z2=3-2\

Determina el valor de o para el que r y s son paralelas. En ese caso, halla la ecuacion general
del plano que las contiene.
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10. Dadas las rectas de ecuaciones:

Ix+y+z=0 , [X+y+z=0

'{x—y+z=1’ { ax+bz=0
a) ¢Qué relacion debe existir entre a y b para que r y r” sean paralelas?
b) ¢Y para que sean perpendiculares?

11. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto P(1, 3, —2) y que sea paralela a los
planos: m, :2X—-y+2z+1=0y m, : —x+3y—-z+1=0.

12. Halla la ecuacion del un plano perpendicular a los planos m1 y 72, del problema anterior,
que pase por el punto Q(2, 0, -1).

13. Dadas las rectas:
X+2y=7
r= y , S x—lzlzz—ﬂ.
y+2z=4 3 2
a) Comprueba que se cortan perpendicularmente.

b) Halla la ecuacion del plano que las contiene.
¢) Halla la recta perpendicular cominarys.

14. Dadas las rectas:

X=1+A X = 1)
r=qy= A; S=qy=2+2p.
Z= -\ z=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.
b) Halla la ecuacién de una recta que sea perpendicular simultaneamente ar y s.

. . . =1 x=0
15. Se consideran las rectas r y s de ecuaciones respectivas, r = {y 0 ys= {
7=
a) Estudia la posicién relativade ry s.
b) Determina la recta que corta perpendicularmente arys.

c) Halla la distancia ente r y s.

) X+y—z=4 X=2
16. Sean las rectas de ecuaciones r = S= )

X+2y=7 y=-5

a) Comprueba que se cruzan en el espacio.

b) Halla un punto de r y otro de s tales que el vector con origen en uno y extremo en el otro
sea perpendicular a ambas rectas. Halla la recta perpendicular cominaryas.

17. Halla las ecuaciones de la recta perpendicular comin ar y s y que corta a ambas, siendo:

x:y—lzz—s s x—2_y:z+1

r=-— -— —.
1 -2 2 3 1 -1
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Proyecciones en el espacio

18. Halla la proyeccion de P(1, -1, 0) sobre el plano w:3x+y—-2z+7 =0.

19. Halla la proyeccion ortogonal de de larecta r = X; = ! _Z ; 2 sobre el plano

n=X—-3y+2z+12=0.
Obtén la solucidn de las dos formas posibles:
1) Mediante el corte de dos planos; 2) Proyectando dos puntos de r sobre el plano.

20. Halla la proyeccion del punto P(2, -1, 1) sobre la recta XT_?’ = yT+1

Z
5
Simetrias

21. Halla las coordenadas del punto P simétrico de P(2, 0, —1) respecto de la recta
Xx+1 y-2 z+1

r =
-2 1 3

22. (Propuesto en Selectividad en 2011, Islas Baleares)
Dados el punto A= (1, 3,0) yel plano n: x+2y+2z-1=0, determina las coordenadas del

punto A", simétrico del punto A respecto del plano =. Calcula la distancia de A" al plano .
Distancias

23. Halla la distancia del punto P a la recta r en los siguientes casos:
_x+1_y-2 z+1

a)P(2,0,-1); r =
) P( ) =1 3
x=1+41 oy =7
X+2y =
b) P(L, -1,3): r:dy=1-24 ¢)P(16,0,0); r=4 Y71
y+2z=4
z=1+21
X=A
24. Halla el punto de larecta r =1 y =3—A cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea 5.
z=1+2A\
X—y+2z=0
25. Dados larecta r = ) B yelplano t=x+y+z-2=0.

a) Comprueba que la recta es paralela al plano.
b) Halla la distancia de r a 7.

26. Halla la distancia entre la recta determinada por el punto S(1, 0, 0) y el vector v = (1, 1, 0)
yelplano t=x—-y+z-2=0.
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27. Halla los dos puntos de larecta r = X%Z = yT—l = iz que estan a distancia 1 del plano

n=2X+2y+2-5=0.

28. Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:

X=3-t Xx=-5+h X=2+2k Xx=-1+k
ar=qy= t ;s=qy= h. b) r=< y=1-k ; s=<y=-1+3k.
z=11-4t z=4 z=3+Kk z=4-2k

29. Halla la ecuacién del plano & que es paralelo y equidistante a las rectas r y s de
ecuaciones:

X=3-t X=-5+h
r=4y= t ; s=qy= h .
z=11-4t z=4

Observacion: Estas son las rectas del apartado a) del problema anterior.

30. Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:

Xx=t
3X—-y=4 - — — -
a)rE y ;SEX_ZZy_ZZZ_BI b)rE y:3t;SEX_2:X:Z_1.
7Xx—2=8 3 4 St 1 3 -1

Plano bisector y plano mediador

31. Halla el plano bisector de los planos m, =x+2y+z+3=0y n, =2x+y—-2-6=0.

32. Comprueba para los planos del ejercicio anterior:

a) Que el plano =" forma con cada uno de los dos iniciales, 71 y w2, un angulo que es la mitad
que el que determinan los planos 71 y mo.

b) Que los planos bisectores son perpendiculares.

33. Halla el plano mediador de los puntos P(1, -1, 0) y Q(-1, 3, 2).

34. Dados los puntos del espacio P(0, 0, 0) y Q(0, 1, 2), halla la condicion que debe cumplir
un punto de coordenadas A(X, Y, z) para que esté a la misma distancia de P y Q.

Otros problemas

35. a) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, -1, —2) y es perpendicular al plano
T=X+2y+32+6=0.

b) Halla la ecuacion de la recta s que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(-1, -3, —4).

c) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

d) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano =" que pasa por el punto P(1, -1, -2) y es
paralelo a =.
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X-y+7=0
y—2z=0
a) Halla la ecuacidn del plano que contiene a P y a la recta s.
b) Calcula la ecuacién de la recta r, perpendicular al plano hallado y que contiene a P.

36. Dado el punto P(0, 8, 3) y larecta s s{

37. Encuentra los puntos de la recta r: XTH = y-1 :é que equidisten de los planos

n, =3X+4y-1=0y m; =4x-3z-1=0.

38. Dadas las rectas de ecuaciones:

x—-y=-1 _ _
y ysEx—Z:y—2:2—3.
IX—2=-4 3 4

a) Estudia su posicion relativa.
b) Si se cruzan, calcula la distancia minima entre ellas.

39. a) Sea = el plano determinado por el punto P(2, 2, 2) y los vectores G =(1,0,-1)y V =
(1, 1, 0). Calcula el angulo que forma el plano & con la recta que pasa por los puntos O(0, 0, 0)

b) Calcula el punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto del plano x—y+z—-2=0.

40. (Propuesto en Selectividad en 2006, Madrid)
Sean las rectas:
r=x_+1_y_—2_i s X=2 y+1 742
-2 2 -4 3 1 1
a) Halla la ecuacion de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores.
b) Halla la recta perpendicular comun a las rectas r y s.

41. Considera la recta y el plano siguientes:
P x=1 y+5 z+3
2 -5
a) Comprueba que la recta r y el plano 7 son paralelos.
b) Calcula la distancia entre el plano ty larectar.
c) Calcula la ecuacion implicita del plano " que es perpendicular a «y contiene a r.

n:2X+4y+4z2=5

42. (Propuesto en Selectividad en 2012, Castilla Ledn)

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P(2, 1, 3) y Q(1, 3, 1); los otros dos
sobre una recta r que pasa por el punto R(-4, 7, —6).

a) Calcula la ecuacion de la recta r.

b) Calcula la ecuacién general del plano que contiene al cuadrado.

¢) Halla las coordenadas de uno de los otros veértices.

43. Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de ecuaciones:
n, =3X—4y+5=0y n, =2X-2y+z+9=0.
¢ Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos?
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44. (Propuesto en Selectividad en 2009, Navarra)

Dado el punto R(1, —1, 2), encuentra los puntos P y Q de la recta
| x+y+z-4=0

:{x+2y+22—6=0'

tales que PQR sea un triangulo equilatero.

45. Los puntos P(1, -1, 1) y Q(3, -3, 3) son dos Vértices opuestos de un cuadrado que esta
contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacion x+y=0.

a) Determina los otros dos Vértices.

b) Calcula la ecuacién de la recta que pasa por los vértices obtenidos en a).

c) Calcula el perimetro del cuadrado construido.

46. Los puntos P1(2, -3, 3) y P3(0, 1, —1) son vértices de un cuadrado. Halla los otros dos

- . ) X—3 +2 z+1
veértices de ese cuadrado sabiendo que estan en larecta r = _Yre_ .

-2 1 2
Soluciones
1.a)P(3,2,-1).b)19,47°.¢c) t=y+z-1=0.
2. 30°. 3.19,47°,
4. 30°. 5. 75,88°.
6. 60°. 7.a) n=2x+3y—z-5=0.0b)Q=(3, 1, 4).
X=1+A
8.a) m:x+2y+52=0.b) s:q y=2A .
z=1+5\
9.-1; t=3x-7y—-z=0 10. a) a = b, y ambos distintos de 0. b) a = —b.
x=1-2t
11. ¢ y=3+t . 12. n:-2X+y+52+9=0.
Z=-2+5t
Xx=13/3+ A
13. a) Se cortan en P(gggjb) X+y—-22-3=0.C) p=y=18/7+Ar.
z2=5/7-2\
X=-1+2t
14, Se cruzan.b) p=< y=-t . 15. a) Se cruzan. b) {Xzo.c) 2.
z=t =1
X=5-3A
16. a) Se cruzan. b) R(5, 1, 2); S(2,-5,2) ; p=<y=1-6A.
z2=2
x=-5/14
17.3y=24/14+p. 18. P'=(-13/14, -23/14, 18/14).
z2=32/14+p
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X =25\

19. r=qy=4+23\. 20. P’:(ﬁ,—E,—Ej.
14" 14 14
z=22\
21, P= —E,@,—g’_lj. 22, A= (-1,-1,-2); V6.
7 7 7
59 V629 2
23.a) .| —.b)J2.¢c) 2=, 24. (1,2, 3). 25.2) Loes. b) —=.
) . ) ) o ( ) ) )\/§
1
26. —. 27.P1=(3,2,-2); P.=(0, -1, 4).
J3
28.2a) 3. b) 0. 29. m:4x—-4y—-2z+19=0.
30.a)0.b)\/%. 3l. m:x—y—-2z-9=0y n:x+y-1=0.
32.a) Si. b) Si. 33. x—2y—-z+3=0.
34. Pertenecer al plano 2y +4z-5=0.
X=1+t x=1-2h
35.a) r:qy=-1+2t.b) s:qy= —3h.c)SecortanenC(3,3,4).d)%.
z=-2+3t z= —4h 14
X= 2A
36.a) m:2x—y—-2z2+14=0.b) r=< y=8-2A
2=3-2A
g7, p o226 1 -10) , (-272)
16 16 16 4 4 4
5
38.a) Se cruzan. b) —.
) )JE
39. a) La recta es perpendicular al plano. b) O = (4/3, —4/3, 4/3).
A2 0 X=-22/25-3t
X+2y—2=
40.a) t: y by {y=47/25+5t .
X—8y+5z=0
z=6/25+4t

41. Lo son. b) 3—: c) 2x—z-5=0.

X=—-4-t
42.a) r={y=7+2t.b) n:2x-y—-2z+3=0.¢) P=(0, -1, 2).
z=-6-2t

43. x+2y+52+30=0; 19x—22y +5z+60=0. (0, -15, 0) y (0,30/11,0).
44.P(2,0,2): Q(2, -1, 3).
X=2+t

V3 3. J3 J3 s
45. 3) (2+E' _2+ﬁ’ 2}, [Z—E, _Z_ﬁ’ zj.b) r= y;=22 t.c) 46.

46. P, =(3, -2, -1)yP,=(-1 0, 3).
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