1. Concepto de integral indefinida

La derivada de una funcion permite conocer la tasa de variacion (el cambio instantaneo) de
un determinado fendmeno a partir de su funcién. Con la integracion, el proceso es inverso: se
trata de conocer la funcion inicial a partir de su derivada: partiendo del estudio de la variacion
de un fendmeno, llegar a conocer la funcion que lo explica.

1.1. Primitiva de una funcion

Si se conoce una funcién F(x), es facil hallar su derivada F"(x) — Se aplican las formulas.
El proceso inverso, encontrar F(x) a partir de F'(x), se llama integracion.
F(x) — (derivacion) — F'(x) = f(x) — (integracion) — F(x)

A la funcién F(x)se le llama primitiva o antiderivada de la funcién f(x) . Para ver que la

primitiva de una funcion es correcta basta con derivar, pues:
F(x) es una primitivade f(x) < F'(x)= f(X)

Ejemplos:

a) Si F(x) = x? +3x, su derivada es F"(x) = 2x+3; entonces, una primitiva de f (x) = 2x+3
ser4 F(x) = x® +3x.

Observacion:

Otra primitiva de f(x) =2x+3 es, por ejemplo, F(x) = x*+3x+14, pues derivando:

F'(x) =(x* +3x +14)' = 2x+3= f(x). Todas las funciones de la forma F(x) = x? +3x+c,
donde c es un nimero, son primitivas de f(x) =2x+3.

b) Si F(x) =In(3x+1), su derivadaes F'(x) = ) 3 1; en consecuencia, una primitiva de
X+

3

f(x)=
) 3x+1

serd F(x) =In(3x+1).

— Todas las funciones de la forma F(x) =In(3x+1)+c son primitivas de f(x) =

3x+1
3x?
23 17
2
la raiz”; esto es, que si y =+ XX +17 = y'= 3

2 +17

2
f(x)= X serd y=F(x) =X +17..
24X +17
Observacion:
A lo largo de este tema se estudiaran los métodos basicos de integracion, pero si no se
conocen con soltura (y de memoria) las formulas de derivacion el trabajo resultara inutil.

c) Para hallar una primitiva de f(x) = hay que saber la formula de la “derivada de

. En consecuencia, una primitiva de
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1.2. Integral indefinida

Dada una funcién f(x), si F(x) es una de sus primitivas, la integral indefinida de f(x) esla
funcion F(x)+ c, donde c es un nimero que se Ilama constante de integracion. Se escribe asi:

I f(x)dx = F(x)+c, (dxindica la variable de integracion; de derivacion).

En consecuencia, la derivada y la integral son “operaciones” inversas; de manera analoga a
como lo son la raiz cuadrada y el cuadrado o la exponencial y el logaritmo. Esto es, al aplicar
sucesivamente la integral y la derivada a una funcién se obtiene la misma funcién:

%Uf(x)dxj=f(x) y K%f(x)jdxﬂ(X)

En la segunda igualdad deberia sumarse una constante. No se hace para que quede mas clara
la idea fundamental.

Ejemplos:
a) | (2x+3)dx = x? +3x+c . Puede comprobarse que di(x2 +3x+ c): 2X+3.
J X
* 3 d 3
b dx = In(3x +1) + c. Puede comprobarse que —(In(3x+1)+c)= .
).3x+1 ( ) P a dx( ( )+¢) 3x+1

c) | 4x%dx=x*+c, pues i(x“+c) =4x°.
dx

1.3. Propiedades de la integral indefinida

1) La integral de un nimero por una funcidn es igual al namero por la integral de la funcién:
ka (x)dx = kj f (x)dx

Esto significa que los numeros que multiplican a una funcién pueden entrar y salir del
f(x
de .
Kk
Esta propiedad facilita el calculo de integrales mediante el sencillo procedimiento de ajustar
constantes.

integrando, segun convenga. Asi, por ejemplo: j f(X)dx = %J.kf (X)dx = kJ.

Ejemplos:

a) Para hallar J. 8x°dx puede verse el ejemplo c) anterior y escribir:

J.8x3dx - 12-4x3dx = 2U4x3dx) =2(x"+c¢)=2x"+¢" — (puede sustituirse ¢ por c).

b) Obseérvese con un caso particular lo que se ha dicho mas arriba sobre que la integral y la
derivada son “operaciones” inversas:
— Primero se deriva, después se integra:

d 3 = 2 — 2 _ 2 _ 3 .
j(&(“’x )j = j(le )dX = I(43x )dx = 4I3x dx = 4x” +c (Se escribe la constante c).
— Primero se integra, despues se deriva: i(...(4x3 )dx) = i(x4 + c) —4x* > No hay c.
dx dx
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2) La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de cada una de
esas funciones:

I(f (x) = g(x))dx :I f(x)dxijg(x)dx

Las propiedades 1) y 2) indican que la integral se comporta como un operador lineal.

Ejemplos:
a) Numero por funcion:

- J.5(2x+3)dx =5I(2x+3)dx =5(x* +3x+c)=5x"+15x+C (daigual poner ¢ que c’).

- J.2X+3dx:1j‘(2x+3)dx:l(x2+3x+c)=lx2+§X+C-

OJO: Esta propiedad solo se refiere a factores numéricos. Asi: IX(ZX +3)dx = xI(Zx + 3)dx.

b) Para hallar I 3x%dx se escribe:
3 1 3 1 3 3/ 4 3 4 . .
J.Bx dx:JB-(—-4jx dx:3-—(j4x dx):—(x +¢)==>x"+c — (se deja lamisma c).
4 4 4 4

¢) Suma de funciones:
j(4x3 —2x)dx = j4x3dx—12xdx =(x*+¢,)=(X* +¢,)=x"—x*+c (las constantes c1 y 2

No son necesarias; basta con poner una sola c).

d) Sabiendo que jcos xdx =sinx+c y que Iexdx =e” +¢ (recuerda las derivadas de la

funcion seno y de la exponencial), se obtienen:

— | kcosxdx=ksinx+c = j(—Bcosx)dx:—Bsin X+C.

- dx = —dx——smx+c

J kK
— | pe"dx=pe* +c = IZede=2eX+c; Ilexdx=je—dx=Je o =lex+c.
5 5 5 5

* COS X smx J’cosx

N (3cosx—2ex)dx=3Icosxdx—2jexdx=33in X—2e* +cC.

. Las propiedades anteriores se utilizan segn convenga, de dentro a fuera o de fuera a
dentro. Asi, por ejemplo:

18J- 1 dx:6-3J. ! dx:GJ. 3 dx=6(In(3x+1)+c)=6In(3x+1)+c.
3x+1 3x+1 3x+1

Siempre se buscara un integrando del que se sepa hallar la primitiva.

Igualmente:
8-‘.(x3 —x)dx=8jx3dx—SIde=2I4x3dx—4J2xdx: 2x* —4x% +c.
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2. Relacion de integrales inmediatas

Las integrales de las funciones usuales, que conviene saber de memoria, son las siguientes.
(Para agilizar la escritura, y por falta de espacio, cuando en la funcion compuesta se escribe f
deberia escribirse f (X); por lo mismo, en todos los casos se omite la constante de integracion, c).

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Funcion simple Funcion compuesta Ejemplos
kdx = kx dx = x; I(—4)dx =—4x
- n+l - n+l o -2 1
x"dx = , n=-1 f"fdx = , n=-1 2dx—x— '[x‘3dx=x—=——2
J n+1 J n+1 . 3 -2 2X
(L gy = Jx —dX Jf de = /5% —3x
J 2Jx J 2t J 25x% —3x
(o f ~ 2
x‘ldx=jldx=lnx —dx=Inf ﬂdx=4lnx; j 33X dx = In(x® +1)
J X J f J X x*+1
- X . f N X X2
a¥dx = al fx=2— 2y =2 j3x2-2xdx=3
R na J Ina J In2 In3
e*dx =e* el .fdx=e' e 2xdx =e* ; JAe‘&‘X(—B)dx:e‘3X

cos xdx =sin x

f -cos fdx =sin f

5cos(5x —2)dx =sin (5x—2)

sin xdx = —cos X

f sin fdx = —cos f

[6x2 sin(2x3)dx = —cos(2x3)

—dx =tan X
cos X

(1+ tan® x)dx = tan x

f—zdx =tan f
cos- f

(L+tan® f)-f'dx=tanf

—dx =tan4x
cos?4x

(1+ tan’ (3x+2) ) 3dx = tan(3x + 2)

1 ]
——dx =arcsin x

f—dx =arcsin f

«/l— f?

1/x

J1-(Inx)?

dx =arcsin (In x)

J1-x2
-1

’

X

dx = arccos X dx = arccos f _ dx = arccos e*
—dx arctan x f—zdx =arctan f 4dx arctan 4x
J1+x? J1+f J 1+ (4x)?
Ejemplos:
o 5
a) (3+x)4dx:@+c b) I(ZX—S)EXZ‘3de=eX2‘3X +C.
. 3 _1\6
o) | (2x® —1)56x2dx = %+c d) J'ZZ—Xde —In(x? +6)+c.
’ X“ +

WWW.matematicasimmm.com
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(sinx)?-cosxdx = %(sin x)° +c — Observa: | f2-f dx= % con f =sinx.
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3. Técnicas y métodos de integracion

Cuando el calculo de una integral no sea inmediato, lo que sucede cuando el integrando no
coincide con alguna de las formulas anteriores, se recurrira a algin método de integracion.
Estos métodos son procedimientos que permiten escribir el integrando inicial en otro
equivalente cuya integral sea mas sencilla de calcular.

3.1. Descomposicion elemental

Consiste en transformar el integrando mediante operaciones algebraicas basicas, como:
multiplicar o dividir por una constante apropiada; sumar o restar un nimero u otra expresion;
efectuar las operaciones indicadas... (Para que esas operaciones tengan sentido hay que tener
presentes las formulas de las integrales inmediatas; y, obviamente, las propiedades de la
integral).

Ejemplos:

a) I 6x2 +5x—1) dx — Se descompone en suma de integrales.

(6x +5xX— 1dx 2J3x2dx+ IZxdx Idx-Zx +;x —X+C.

b) | (x* - ) dx — Se hace el cuadrado de la expresion.
5

(x2 3) j(x“ —6x° +9)dx :J‘x“dx—ijzdx+J.9dx:X——2x3 +9x+cC.
5

5x? +4x—3
C) —2

dx — Se hace la division del integrando.

de _I(5+ﬂ—ijdx J‘de+4j.ldx—3j.x2dx=5x+4ln x+§+c.
X

) 5

I 4 gx—at[ =5 x——ﬂln(5—6x)+c.
5-6x 6 J5-6x 6

dx.

dx — Se ajustan las constantes buscando la integral del logaritmo: j .
X —6x

e) I4xex2‘5dx — Se ajustan constantes buscando que quede I f'(x)e @Wdx=e"™ +c.
I4xexz‘5dx =2 I 2xeX Sdx =2e" S +c
f) J.% dx — Se escribe como una potencia de exponente negativo; después se ajustan
X

-3
constantes. Asi: J.% dx = I3-x4dx = Sj X *dx = 3-X—3 +Cc= is +cC.
X - X

g) lgualmente:

(1+3x)™ 1

I L 2dx:J‘(l+3x)_2dx:EJ‘?>-(1+3x)_2dx:l-—+c:——+c.
(1+3x) 3 3 -1
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3.2. Ejercicios de integracion por descomposicion elemental

Ejercicio 1. Calcula la integral J‘Gx(x2 +4)2dx del siguiente modo:

f n+1

1) Operando el integrando; 2) Ajustando constantes y aplicando la férmuIaJ. fh.fdx= .
n+

Solucion:
1) Operando se tiene:

J‘GX(XZ +4)2dx = J.Gx(x4 +8x° +16) dx = J(GXS +48x° +96x)dx =
= J‘6x5dx+j48x3dx+J.96xdx =x° +12!4x3dx+48'[2xdx =x®+12x* +48x° +c.
2) Ajustando constantes:
3
3 x> +4
I6x(x2 +4) dx= 3-_"2x(x2 +4) dx = 3-J' Ff2dx =3 =3-< )
3 3

+c=(x2+4)3+c

Ejercicio 2. Calcula ajustando constantes las integrales: a) I—dx; b)J -
X2 +1 2(x* +1)

Solucion:
Hay que saberse las integrales:

)_[ f(x) o= JTO) +c; b)_[‘;'(()’(‘))dx=|n(f(x))+c

Con esto.
a) Como la derivada del radicando, f(x)=x*+1,es f'(x)=2x, la integral inicial puede
escribirse e integrarse como sigue'

I oX dx:J. I \/x +1+cC.
2% +1 X% +1 2 2

b) Como en el caso a), aI ser f'(x)=2x, Ia mtegral |n|C|aI es:
J.— J- =—J'—2X dx=§ln(x2+1)+c
x2+1) 24 (x® +1 (x2+1) 4

Ejercicio 3. Calcula ajustando constantes las integrales: a) Ism 3x)dx b) Icos(Szxjdx.

Solucién:
Hay que saber:

If'(x)-sin(f(x))dx:—cos(f(x))+c; jf'(x)-cos(f(x))dx:sin(f(x))+c
Con esto:
a) jsin(3x)dx:%j3-sin(3x)dx:—%cos(3x)+c

b) ICOS(S—deX = EI§ cos(gj dx = gsin(g}rc :
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4. Integracion por cambio de variable

Aunque la descomposicion elemental (el ajuste de constantes) suele dar resultado en muchos
casos, no siempre es sencillo, pues hay veces que no se ve lo que puede hacerse. Por eso, un
método alternativo y valido para casos mas complicados es el del cambio de variable.

Este método consiste en hacer un cambio de variable en el integrando (x=g(t) o t =h(x),
segun convenga) de manera que la integral inicial resulte mas facil de calcular.
El proceso es el siguiente:

Para calcular la integral I f (x)dx, si se hace x=g(t) = dx=g’(t)dt.

Con esto, puede escribirse: jf(x)dx = J-f(g(t))g’(t)dt.

Aunque, aparentemente, esta integral se vea mas dificil, de lo que se trata es de que la nueva
integral resulte casi inmediata: que se ajuste a alguna de las formulas de integracion.
Muchas veces no se consigue, pues el cambio puede ser poco afortunado; en ese caso, habra
que hacer otro cambio. (A este nivel, suele indicarse el cambio adecuado).

— Tres cosas mas:

1) El cambio también afecta a la dx. Ya se ha indicado arriba: dx=g'(t)dt .

2) Casi siempre habra que recurrir a algun ajuste de constantes en algin momento del proceso.
3) Una vez resuelta la integral en la variable t hay que deshacer el cambio inicial, pues la
solucion debe darse en funcion de x.

Ejemplos:

a) Para calcular J(Zx—3)5dx puede hacerse el cambio: t =2x-3.

Luego: t°=(2x—3)°; dt =2dx — dx:%dt.

Sustituyendo en la integral inicial:
6
J.(Zx—3)5dx:jt5 1dt :Ej.tsdt :l-t—+c :it6 +C :i(2x—3)6 +C
2 2 2 6 12 12

b) Para calcularje4xdx, sise hace: u=4x = du=4dx —» dx=%du.

lJ.e“du SE NS S
4 4

Sustituyendo los cambios se tiene: J‘e“xdx = J.e“ G duj =2

. 4 . . .
c) La integral J‘de hecha anteriormente mediante ajuste de constantes, se puede
—6X

resolver haciendo el cambio: t=5—-6x = dt =—6dx — dx:—%dt.

Luego, I _[4 —ldt =—ﬂj}dt=—flnt+c:—ﬂln(5—6x)+c.
5- 6X t\ 6 6Jt 6 6

Observacién: En ninguno de los casos anteriores es imprescindible cambiar de variable. Asi,
en el ejemplo a), puede hacerse:

sz 3y Iz (2x-3fax— 1123 3 re=t(2x-3)  +¢
2 6 12
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4.1. Algunos cambios de variable estandar

Como ya se ha indicado, es frecuente que se indique un cambio adecuado. De hecho, esto
cambios se pueden generalizar para distintos tipos de integrales. Aqui, para practicar el
método, se daran los cambios.

Ejercicio 1
Halla, mediante el cambio 1+ x =u, la integral jx\/1+ Xadx.

(Observa que con este cambio puede evitarse la raiz cuadrada).
Solucion:

Si V1+x=U = 1+x=u? = x=u?-1; dx=_2udu.
Llevando estos valores al integrando, resulta:

.x\/1+ xdx = I(uz —1)-u-(2udu) =JA(2u4 —2u2)du = Zju“du —Zjuzdu :éuf’ —§u3 +C.

Deshaciendo el cambio, u = \/1+ X, se tendra

X1+ xdx = %w/(ljtx > —%J(l—kX)S +cC.

Ejercicio 2

. . . e
Calcula, mediante el cambio e* =t, la integral ﬁdx.
+e

Solucioén:
Si e*=t = e’dx=dt.

Portanto:j € dx:j 1 -exdx:jidtzln(2+t)+c:In(2+ex)+c.
2+e* 2+e* 2+t

Ejercicio 3

Calcula, haciendo el cambio sinx =t, la integral I(sinz X)-cos xdx.

Solucién:
Sisinx=t = cosxdx =dt.
. . 2 2 t3 (Sln X)3
Sustituyendo: J'(sm X)’-cos xdx = jt dt =§+c =3 +C.
Ejercicio 4
. . . 2Inx
Calcula, haciendo el cambio Inx =t la integral I dx.
X
Solucion:
Silnx=t = 1dx =dt. Ademas, la integral dada puede escribirse de otra manera.
X
J. 2Inx dx = 2-[ Inx- dx — Sustituyendo: ZJ.In xt dx = ZJ.tdx =t’ +c.
X X X

Deshaciendo el cambio:

2Inx 2
dx =(t? =(1 .
I o ( +c) (Inx)" +c
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5. Integracion de fracciones racionales

Las fracciones racionales son de la forma QE ; donde P(x) y Q(x) son polinomios.
X

Si el denominador es de grado menor o igual que el numerador, la expresidn anterior puede

Pk =C(X)+—= R() , donde C(x) y R(x) son, respectivamente, el cociente y el

Q(x) QM)

resto de la division. (Como debe saberse, el grado de R(x) es menor que el de Q(x))

Con esto: I%dx=J‘C(x)dx+I%dx.

escribirse asi:

Aqui estudiaremos solo dos casos:

1) cuando Q(x) es de primer grado: J. PX) d
2) cuando Q(x) es de segundo grado: J.zpi dx.
ax“ +bx+c

5.1. Fracciones racionales con denominador de primer grado: Q(x) =ax+Db

La descomposicion se hace dividiendo.

La divisién de P(X): (ax+b) puede hacerse por cualquier método; asi, por ejemplo, sia =1,
se hace aplicando la regla de Ruffini.

Ejemplos:

2
X" =3x+4 - . -
a) La expresion ——— puede escribirse como suma de fracciones dividiendo cada
X

_— x*=3x+4 x* 3x 4 4
término del numerador por X: —— =———+—=X—-3+—.
X X X X X
Con esto:
2 2
dex=J.(x—3+fjdx:J.xdx—J-SdXJrIﬂdx =X _3xt4lnx+c.
X X X 2
3 —
b) La expresion 2XZ3X+2 2x% — 2x—1+i. Esta descomposicion se obtiene
Xx+1 x+1
dividiendo por Ruffini.
2 0 -3 2
1 _2 2 1 —> Elcociente de la division es C(x) = 2x* —2x—1; el resto, r = 3.
2 2 1 3
Con esto, la integral J‘$ dx se hace como sigue:

J.ZX_—s)lHZd = I(Zx —2x-1+ iJ dx = (descomponiendo en sumas de integrales)
X+

Iszdx IZxdx Idx+j—dx—zx —X —x+3|n(x+1)
X+1 3
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5.2. Fracciones racionales con denominador de segundo grado: Q(x) =ax® +bx+c.
Metodo de descomposicion en fracciones simples

Si el numerador, P(x), es de grado mayor o igual que 2, se hace la division, obteniéendose:

PO ey mxtn _ [__PX) dx:jC(x)dx+ R gy
ax- +hx+c ax“ +bx+c ax“ +bx+c ax” +hx+c

La unica integral que presenta dificultades es la segunda. Para resolverla se recurre al método

de descomposicion de la expresion en suma de fracciones simples.

ax’+bx+c

Este método presenta distintas opciones dependiendo de las raices de ax? +bx+c =0.

Caso 1. Si hay dos raices reales simples: x = x3, X = X2 = ax® +bx+c =a(x—x Jx—X,).

mx+n A B

= + .
ax®+bx+c  a(x—x) (X=X,)

La descomposicidn que se hace es:

Con esto:

J.an—Jrndx:I A dx+j B dx:éln(x—x1)+BIn(x—x2)+c
ax” +bx+c a(x—x,) (Xx—x,) a
Los valores de Ay B se determinan por el llamado método de identificacion de coeficientes.

Ejemplos:
a) Para hallar la integral I —dx se procede asi:
x +X—-2
— Se hallan las raices de x? +x—2=0.Sonx=1yx=-2.
Por tanto, la descomposicién en fracciones simples sera:
_A B A+ 2) + B(x—1) = 2x=A(X+2)+B(x-1).

X2 4x—2 x=1 x+2  (x=1D(x+2)
El método de identificacion de coeficientes consiste en igualar los coeficientes de los términos
del mismo grado de ambos miembros de la igualdad. Esto es:

2=A+B A=2/3
2x = A(X+2) +B(x-1) = 2x+0=(A+B)x+2A-B =

= .
0=2A-B B=4/3

Conesto:J. > 2x dx:J.Z/3 J.ﬂdx——ln(x 1)+—In(x+2)+c
XS +X—2

2

b) Para calcular J‘ZX—_72 dx, primero hay que dividir el integrando, obteniéndose:
X+ X—

-7 (x*+x-2)-x+2-7 . X=

= = . (Se divide por cualquier método).
X2 +Xx-2 X +XxX-2 X+ XxX-2 ( P f )
Ahora se descompone la segunda fraccién (las raices son las de arriba: x =1y x = -2).

v _ A=-2
5 _ A B _AXEFBXCY 5 Axt2)+B(x-1) = .
X“+Xx—-2 x-1 x+2 (x=D(x+2) B=1
Por tanto:
2_ — —
I;(—?dx:j(1+zx—5jdx:j 1+—2+L dx =x—2In(x=1) +In(x+2)+c
X°+x-2 X“+X-2 x-=1 x+2
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Caso 2. Si hay una sola raiz real doble, x = x1 = ax® +bx+c =a(x—x, ).
mx+n A B

5 = ~+ :

ax +bx+c a(x—xl) (X—=%,)

Con esto: J.T)(—Jrndx—j J- __—A +BIn(x-x;)+c.
ax“+bx+c a(x—x)? (x— x2) a(x—x,)

Ejemplos:

a) J’Zx;zdx.
X°+4x+4

— Laecuacion x? +2x+4 =0 tiene una sola raiz doble, x = —2. Por tanto:

Se hace la descomposicion:

2x—2 _ A2+ B :A+B(XJ;2) 2= A+B(x+2).
X“+4x+4 (x+2)° X+2 (x+2)
Se identifican coeficientes:
1=B B=1
X—2=Bx+A+2B = = )
-2=A+2B A=-4
Luego,
I +I ! dx = 4 +In(x+2)+c.
x? +4x+4 (x+2) X+2 X+2

b) J‘ 2x-3
3x2 —6x+3
— La ecuacion 3x?> —6x+3=0 tiene una sola raiz, x = 1, doble: 3x? —6x+3:3(x—1)2. Por

tanto:
2x-3 _ A B _ A+3B(x-1)
3x2-6x+3 3(x-1)? x-1 3(x_1)2

Se identifican coeficientes:

— 2x—3=A+3B(x-1).

2=3B B=2/3
2Xx—-3=3Bx+ A-3B =

=
-3=A-3B

A=-1"
Luego,
22)(—_3dx=J. — 2dx+“-2/3 X== J.—dx—
3X°—6x+3 3(x-1) X—2 3 (x—1) 3
—1i+gln(x -1)+c.
3x-1 3

Observaciones: 1) En el caso b), el coeficiente 3 de la x* no debe olvidarse.

1 oo (x0T 1
_1)2dx_—j(x—1) dx =— =

-1 Xx—1

2) También para el caso b): la integral I(
X

3) Algunas veces estas integrales resultan inmediatas. Asi, por ejemplo:

jz;dx:j 4 5 dx:—i+c — (se aplica lo dicho arriba).
X* +10x+25 (x+5) X+5

2Xx-3

x*—3x+2
la derivada del denominador.

4) Igualmente, I dx = In(x* —3x+2)+c — Debe observarse que el numerador es
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6. Método de integracion por partes

Este método suele ser apropiado cuando en el integrando figuran funciones trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas multiplicadas entre ellas o por expresiones polinémicas.

El método consiste en descomponer el integrando en dos partes: una de ellas se llama u; la
otra, que se designa por dv, suele ser el mayor trozo (la mayor parte) del integrando que pueda
integrarse facilmente. Una vez integrada dv surgira otra integral que debera ser mas sencilla
que la inicial.

El esquema es el siguiente: Iudv =uv-— Ivdu

Esta formula se obtiene a partir de la propiedad de la diferencial (de la derivada) del producto
de dos funciones, u= f(x) y v=g(x). Asi:
d(f (0-900)=d(f(x))g0)+ f ()d(g(x) = F ()g()dx+ f (g (x)dx
(Recuérdese que df (x) = f"(x)dx).
Despejando:
f ()9 ()dx = d(f (x)-9()) - f (g (x)cx.
Integrando, miembro a miembro, se obtiene la férmula de integracion por partes:

[ g 00ax= [a(100-900)- [ (a9090x =
= [ 10097 090x = 100900~ [ 1700g000x.

De manera esquematica:
d(uv)=d(u)v+ud(v)=vdu+udv = udv=d(uv)-vdu)= Iudv = uv—Ivdu

Observacion: Para la eleccion de las partes u y dv no hay un criterio concreto; pero, como se
ha indicado més arriba, puede ser recomendable tomar dv como la parte méas grande del
integrando que se pueda integral de forma inmediata. El resto del integrando sera u.

Ejemplo:

a) Para integral jx(sin x)dx pueden tomarse las siguientes partes:

(1)) u=x y dv=sinxdx = du =dx; v=jsinxdx=—cosx.

X2

(2)u=sinx y dv=xdx = du=cosxdx; v:jxdx:7.

(3) u=xsinx y dx=dv = du=(sinx+xcosx)dx; v:jdx:x.

Si se hace (1): | x(sinx)dx = —xcosx+jcosxdx = —XCOSX+SiNX+C.

2 2
Si se hace (2): | xsinxdx =sin x-X?—J‘X?cos xdx . (La segunda integral es mas complicada

que la primera. Por tanto, esta particion no es acertada).

Si se hace (3): | xsin xdx = xsin x-x—J.x(sin X+ X C0S x)dx . (También la segunda integral es

mas complicada que la inicial. Tampoco es acertada esta particion).
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6.1. Ejemplos para practicar

Ejemplo a). Calcula la integral Jxexdx

Tomando: u=x = du =dx; e*dx=dv = v=e*.
Se tiene: Jxexdx:xex —J’e"dx:xeX —-e*+c.

Ejemplo b). Halla sz In xdx ..

3
Haciendo: u=Inx y dv=x’dx = du:idx; V:Ixzdx:%.
X

X2 X3 3

3
Por tanto: Ixz In xdx =X—Inx—j—dx “Xnx-X e
3 3 3 9
Ejemplo c). Para calcular Iex cos x dx hay que reiterar el método. Observa:
Haciendo: u=e* y cosxdx =dv = du =e*dx; v =sinxdx.
Luego: jex cosx dx = e*sin X—J‘ex sinx dx.
La segunda integral, jex sin x dx , también debe hacerse por el método de partes.

Tomando: u=e* y sinxdx=dv = du=e*dx; v=—cosx.
Por tanto,

Iex cosx dx = e*sin x—jeX sinx dx = e*sin x——(ex(—cosx)—'..ex(—cosx) dx | =

= J-ex cosx dx = e*sinx+e* cosx—J.eX cos xdx = (trasponiendo la integral)
= Zjexcosx dx = e*sinx+e*cosx.

. . 1 .
Despejando se tiene: J.eX cos x dx ZEGX (sinx+cosx)+c.

Ejemplo d). Para hallarjx In(L+ x*)dx hay que aplicar el método de partes y el de

descomposicion en fracciones.
2

Primero partes. Se hace: u = In(1+x?) = du = S dx; xdx=dv = v= X?

1+x
Luego,

2 _X2 2
J-xln(1+x )dx—EIn(1+x )—J-

v dx = (descomponiendo en fracciones)

2
= X In@+x?) - (x— X jdx— X—|n(1+x)——+1|n(1+x)+c
2 X 2 2

— Observa que J-

= =—In(1+x)
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7. Integral definida: area bajo una curva

La integral definida permite calcular el area del recinto limitado, &

en su parte superior por la gréafica de una funciéon f(x), continua
y No negativa, en su parte inferior por el eje OX, y en los laterales s
por las rectas x =ayx =h. Esto es, el area S del recinto
coloreado en la figura adjunta.

x=a x=b

En la antigliedad esta area se calculaba, de manera aproximada, sumando las superficies de
muchos rectangulos de base muy pequefia y de altura el minimo (o el maximo) de la funcion
en cada uno de los subintervalos en los que se divide el intervalo [a, b], tal y como puede
observarse en las siguientes figuras.

v IS v 7 ~ Y
Iy / A1
Hlx _1515

My M. A A

a=x; I X X X X.=8 a=x; X Xz X Xy X.=8
La suma de las areas de los rectangulos La suma de las areas de los rectangulos “exteriores”
“interiores” se llama suma inferior; puede se llama suma superior; puede denotarse por S;.
denotarse por s;. Evidentemente esta suma es Evidentemente esta suma es mayor que la superficie
menor que la superficie S: s1 < S S: §<$§;

Cuando se divide el intervalo en otros mas pequefios se dice que se hace una particién del
intervalo. Aqui se divide en n subintervalos que pueden ser de la misma amplitud, o no. Si se

parte por los puntos a = Xo, X1, X2, ... , Xi, ... , Xn-1, Xn = b, las bases de los rectangulos
considerados seran:
Xp=Xgr Xo=Xpy ooy Xi=Xigyeeny X=X 4

. Silaaltura minima de la funcion en el intervalo [x,_,, ;] es mi, la suma de las superficies

de los rectangulos “interiores” sera:

n

(X=X )My + (X, =X )My oo (X = Xy )M, A+ (X, = X,y )M, = Z(xi — Xy )M =5,

i=1
. Silaaltura maxima de la funcién en el intervalo [x_;, x| es M;, la suma de las superficies

de los rectangulos “exteriores” sera:
n

(X =X )My + (% =X )M, +.o+ (X =Xy )M, + .+ (X, = X, )M = E (%=X )M, =S,
i=1
. Silas partes (las bases) de los rectangulos se hacen méas pequefias, las sumas de sus areas
se aproximan mas al valor real. Asi, en un proceso de paso al limite, se obtienen dos

sucesiones de sumas: una creciente, {s,}, la suma de areas “interiores”; otra decreciente, {S;},
la suma de areas “exteriores”. Estas sucesiones cumplen que lim{s;} =S =I1im{S,}.
N—oo N—o0

Al valor de este limite se le llama integral definida de f(x) entre ay b y se escribe como

b
sigue: J. f (x)dx.
a
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7.1. Aclaraciones sobre la integral definida

b
Como se acaba de decir, la integral definida entre a y b se escribe j f(x)dx.
a

Aqui le daremos sentido solo cuando la funcién f(x) sea continuay el intervalo [a, b] sea
finito.
— El signo I es en realidad una ese (S de suma) estirada. Los nimeros a y b son los limites

(en el sentido de bordes) de integracion: a es el limite inferior; b, el superior. La funcién f (x)
b
se llama integrando. Asi pues, I f (x)dx indica que hay que integrar (sumar) f(x) desde el

punto a hasta el punto b.
. Elsimbolo dx se lee diferencial de x, y alude a la diferencia de dos valores:
dx =x —X;_,, siendo x la variable independiente de la funcion f.
Ax)

. Lavariable x puede designarse con cualquier otra letra, por ejemplo t. Esto es, | R
b b
I f(X)dx = I f(t)dt

« Laexpresion f(x)-dx puede considerarse el area del rectangulo sefialado a la
derecha, cuya base es dx y su altura, f(x); ambos variables, con dx pequefia. —

. La integral definida toma un valor numérico, que coincide con un area cuando la ¢
funcidn es positiva en todo el intervalo de integracion.
Ejemplo: ]
La superficie sombreada en la figura adjunta, donde la gréfica es
3 Ly
. 1
lade f(x)= 1 , vendra dada por el valor de j —dx.
X X
' : 0 | 2 b 4

7.2. Propiedades de la integral definida

Existen una serie de propiedades que permiten calcular el valor de la integral definida a partir
de la integral indefinida. La mas importante recibe el nombre de teorema fundamental del
célculo integral, siendo su aplicacién mas utilizada la llamada regla de Barrow.

Otras propiedades son:

1. La integral definida de un nimero por una funcion es igual al nimero por la integral de la
b b b b

funcion: k-j f(x)dx:J. k-f(x)dx. En particular, sik = 1,j (- f(x))dx = —J- f(x)dx.
a a a a

2. La integral definida de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales definidas
de cada una de esas funciones:

b b b
[f(x)£g(x)]dx = _[ f (x)dx £ j g(x)dx

3. El intercambio de los limites de integracion cambia el signo de la integral definida:

[t (xdx = —ﬁ (x)dx
a b

Por consiguiente, si b = a, j f(x)dx =0. (El nimero 0 es el Gnico que es igual a su

opuesto).
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b
4.Si f(x)=k, siendo k una constante, j kdx = k-(b —a). A=k

(Es el area de un rectangulo de base b — a y altura k).
(73 o

5. Si f(x) esuna funcién continua en el intervalo [a, b] y a<c¢ <b, se cumple que

b o b
I f(x)dx = I f (x)dx +J. f (x)dx 1)

a a c —, .
Enel casode f(x)>0 en [a, b], lainterpretacion de la integral como = - -
area permite una compresion inmediata de esta propiedad: el area desde
a hasta b es igual al area desde a hasta ¢ mas el area desde c hasta b. | —

& c

6. Teorema del valor medio del célculo integral
Si f(x) es una funcién continua en [a, b], existe un nimero ¢ € [a, b] tal que

J'b f(x)dx =(b—a)- (¢)

Esto es, existe un rectdngulo de base b —ayaltura f(c) que M yan £
tiene la misma area que la determinada por la integral. A f(c) | ‘-h_ L~

se le Ilama valor medio de f(x) en el intervalo [a, b]. % N £
La demostracion de esta propiedad se basa en la consideracién !

de que la “funcidn area” es continua y esta comprendida entre a . 3

(b—a)my (b—a)M, siendo my M los valores minimo y
maximo de f(X) en el intervalo. Por tanto, “la funcion area”, la integral, toma todos los

valores intermedios; luego sera igual al area de un rectangulo cuya altura esté entre my M:
m<f(c)<M.

8. Teorema fundamental del calculo inteqgral

El teorema fundamental del calculo integral dice:
X

Si f(x) esuna funcién continuaen [a, b] y F(x) se define como F(x) = I f (t)dt, entonces
a

F(x) es derivable en [a, b] y su derivada es F(x) = f (x).

Aclaracion: Si se observa la figura adjunta, cuando f (x) es positiva, . ﬂ-j‘f}-
la funcion F(x) determina el area por debajo de la curva de f(x) A e |
desde a hasta x. Por consiguiente, el area entre a y b podria obtenerse ' F(x)

restando F(b)—F(a); pero esto supone conocer F(x), que es lo que . .
proporciona este teorema, cuya conclusion es la siguiente: a x b

b
La integral definida de una funcién, I f (x)dx , puede hallarse encontrando otra funcion
a

F(x), tal que f(x)=F"(x); esto es, encontrando una primitiva de f(x), haciendo I f (x)dx.

En definitiva, la integral definida y la indefinida estan relacionadas.
La aplicacion practica de este resultado se concreta con la regla de Barrow.
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8.1. Regla de Barrow (Inglés, 1630-1677)
Si F(x) :J f (t)dt, y conociendo que F"(x) = f(x), cualquier otra primitiva, G(x), de

f (x), se diferenciara de F(x) en una constante; esto es, F(x) —G(x) =c. O loque es lo
mismo: F(x) =G(x)+c;obien, F(x)=| f(t)dt=G(x)+c, paratodo x de sudominio.
Eligiendo los valores x = a y x = b, se tendra que:

F(a):jaf(t)dt:G(a)+c; Fb) = [ fdt=Gb)+c

b

Como F(a)=G(a)+c=0 = c=-G(a). Luego, F(b) = I f(t)dt =G(b)-G(a).
a

Por consiguiente, el valor de la integral definida es

b
j f(t)dt =G(b)-G(a), siendo G(x) cualquier primitiva de f(x).

b
— Esta regla suele escribirse asi: .[ f (x)dx :(F(x))|: =F(b)-F(a) , siendo F'(x) = f(x).

Ejemplos:
a) La superficie sombreada en la figura adjunta, donde f (x) = —x? +3x+4, viene dada por la

integral 61
3 1, 3 ’ ’\
I (=X +3x+4)dx :(——x3+—x2+4x) = 4
1 3 2

1

—(lg3, 352 as) (- te2,302,49] 238 31 3%
37 2 37 2 2 6 3 o

2 0 2
Nota. La unidad de medida de esta area (u?) sera la correspondiente a cada caso: m?, / 3\
dam? o la que sea. Si suponemos que la variable x viene dada en cm, el resultado de este ejemplo seria 34/3 cm?.

b) Algunas veces suele pedirse calcular la superficie encerrada entre una curva y = f (x) y el

eje OX. En estos casos no se dan los extremos a y b del intervalo, sino que hay que
determinarlos. Para ello, basta con resolver la ecuacion f(x) =0, pues ay b son los puntos de

corte de la gréafica con el eje OX.

Asi, si se desea calcular la superficie encerrada entre la curva f(x) = —x? +3x+4 yel eje
OX, los limites de integracion se obtienen resolviendo la ecuacion —x* +3x+4=0. (En la
figura anterior se observa que esos puntos son -1y 4).

4
Por tanto, el 4rea pedida vendra dada por la integral j (—X* +3x+4)dx.
-1
. 6) 6
c) Conviene saber que la integral definida no siempre esta relacionada con un areay que, por

Su valor es: j

-1

! 2 1 3 3 2
(—x +3x+4)dx = —=X"+=X"+4x
3 2

1
tanto, podria plantearse, sin mas, el calculo de, por ejemplo: J‘ (2—ex)dx.
0

1

Su valor es IO(Z—eX)dx = (2x—exlz =2-e—(0-1)=3-¢.
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9. Aplicacién de la integral definida al calculo de areas de recintos planos

Pueden presentarse los siguientes casos: )
— B | P

fd-_""\ﬂx) T k 4 A
P - S e I ) o A ] \__-_, - 1 5 ,-"'.E\\\S:-, N
7l s T A | s\ T | N e
<= a yEb M a Sé\‘ P a - ‘b a c
1— |
ﬂ.‘f) S
Caso I Caso II Caso IIT Caso IV Caso W

Caso I. La funcion f(x) >0 en todo el intervalo de integracion.
b

El &rea S viene dada por: S :J f (x)dx
a

El ejemplo a) visto anteriormente sirve de aclaracion.

Caso 1. La funcion es negativa en todo el intervalo de célculo: f (x) <0 paratodo x € [a, b]:

S = —J:} (x)dx

Es evidente que el recinto por debajo del eje, limitado por f(x)es ylasrectasx=ayx=bes
igual al recinto superior, limitado por — f(x) ylasrectasx=ayx =b.

Ejemplo:
El area del recinto limitado por la funcién f(x) = x? —2x y el eje OX viene {I /
Q

dada por:
2 1 2
=—§+4=i.
0 3 3 4

2 1
S :—I (x2 - 2x)dx = —[—xs —xzj

0 3
Caso Ill. La funcion corta al eje OX en el intervalo de integracién. El punto c, de corte, se
obtiene resolviendo la ecuacion f (x) =0.

c b
S=5+S, :I f(x)dx—jf(x)dx
a C

Ejemplos:
a) El area encerrada entre la grafica de f(x) = x* —3x y el eje OX, en el intervalo [0, 4] viene

dada por:
3 4
S=5,+S, :—J (x2 —3x)dx+j
0 3

< 3\ (¢ Y 27\ (64 27\ 19
SERE NS N NC WA A
3 2 ) 3 2, DM 2 )73 7

Debe observarse que f(x) = x*> —3x corta al eje OX en la abscisa x = 3; 2

que la curva queda por debajo del eje OX entre 0y 3; y por arriba del eje
entre 3y 4. Para ello resulta conveniente hacer una representacion grafica.

(x2 —3x)dx =
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Ejemplo b) El area limitada por la grafica de f(x)=cosx y el eje OX en el intervalo [0, 2x],

viene dada por la suma:

/2 3n/2 27
S=51+S5,+S3= J.cos xdx—.[cos xdx+jcos Xdx .

0 /2

3012 =~ \
Por la simetria de la curva, el area es \ /
"2 i 0 Wﬂz In
S= 4"- —4-[sin5—sin0j=4 u?.

cos xdx = 4sin x|

Caso V. Si el recinto viene limitado por dos curvas, con f(x) > g(x) paratodo x € [a, b]:

b
S:J.a(f(x)—g(x))dx.

En particular, cuando se pretende hallar el &rea comprendida entre dos curvas, habra que

determinar las abscisas a y b: se obtienen resolviendo la ecuacion f (x) =g(x).

Ejemplo: El area del recinto acotado, limitado por las graficas de f(x)=—x*+3x+1y

g(x) =—x+4, que es el representado en la figura adjunta, viene
dada por

S =LZ— x> +3x+1—(—x+4))dx = H—xz +4x—3))dx:

x° i
= (——+2x2 —3xj
3

:O_(_ﬂj:ﬂ uz_ 1
U473 /

Los limites de integracion, 1y 3, se obtienen resolviendo la / o 12 3 \ N
1

ecuacion: —x*>+3x+1=—x+4.

Caso V. Si las curvas se cortan en ¢ € [a, b]:

c b
5=5,+5, = [ (F(9- 900k [ (909~ F00)x

El punto c se halla resolviendo la ecuaciéon f(x) = g(x).

Ejemplo: El area del recinto acotado, limitado por las gréficas de las
funciones f(x)=x*-3x y g(x) = x®-3x?, que es el sombreado en la
figura adjunta, viene dada por:

S= Iot(xg —3x2)—(x2 —3x) X+J12(X2 —3x)—(x3 —3x2))dx =
= _R —4x? +3x)dx+J‘j— x° +4x? —3x)dx =

3
x*  4x® 3x x* 4x® 3%
4 3 . 4 3 2

1

1 4 3 81 27 1 4 3y 5 9 5) 37
= ——+—+|——+3b—— || == —= |=—+——|—— |=— U
4 3 2 4 2 4 3 2) 12 4 12) 12

Los puntos de corte de las curvas se hallan resolviendo la ecuacion f(x) =g(x) <

Fix)

"

glx)

2

x> —3x = x> —3x?. Se obtienen: x =0, x =1y x = 3. (Hay que ver qué curva va por encima).
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9.1. Otras aplicaciones de la integral definida
Algunas de estas aplicaciones son las que se estudian en los ejercicios que siguen.

Ejercicio 1. Se sabe que la poblacion de una ciudad estd aumentando a razén de

p(x) = 500 + 404/ personas por mes, siendo x el nimero de meses transcurridos desde el
momento presente. Si la poblacién actual es de 800000 personas.

a) ¢Cual serd la poblacion dentro de un afio?

b) ¢En cuantos habitantes aumentara durante el segundo afio?

Solucion:

a) La funcion p(x) =500+ 40+/x indica la tasa de crecimiento de la poblacién. Por tanto, el

crecimiento total de la poblacion en el primer afio sera:
12

12 \/_ 12 Uo X3/2
J'O (500+ 40 x)dx:jo (500-+ 40x? ) cx = 500+ 402 O

12

3

= (500x+

80x+/x J

0
~ 7108,51 — 7109 personas.

Por tanto, la poblacion dentro de un afio sera de 800000 + 7109 = 807109 personas.

b) El crecimiento en el segundo afio viene dado por:

" \F 24
j (500-+ 40X )dx = (500x+ 80x X]
12

3

~15135,35-7108,51~ 8027 personas.

12

Ejercicio 2. EI consumo de agua mineral en una ciudad crece exponencialmente
(continuamente) a razon de un 8 % anual. Si el consumo actual es de 2 millones de litros por
afio, ¢cuanta agua se consumira durante los proximos cinco afos?

Solucion:

La funcién que da el consumo anual en el instante t es C(t) =2€
(Recuerda que la expresion del crecimiento continuo (del interés continuo) es C(t) =C,€",

siendo Co la cantidad inicial y r la tasa de crecimiento).
El volumen de agua consumida en los cinco proximos afios viene dado por:

5 5
j (2¢°% )t -2 j (0,08e°* )it = 25[ e°* |’ =25(1,4918 1) =12, 295 mill. de litros
0,08 s 0

0

098 millones de litros

Ejercicio 3. La funcidn de ingreso marginal para un determinado producto es
i(X) =20—0,001x euros, siendo x es el nimero de unidades vendidas. Halla:

a) ¢Qué ingreso se obtendra por la venta de 20000 unidades?

b) ¢Cuéanto es el ingreso adicional al pasar de 20000 a 21000 unidades?
Solucién:

El ingreso total por la venta de 20000 unidades viene dado por:

20000 r 0 001X2 120000
I (20—-0,001x)dx = | 20x —— = 400000 - 200000 = 200000 €.

0 L Jo

b) El ingreso adicional es:

21000 _ .
j (20—0, 001X) dx =| 20x — 0,001x

21000

=199500 200000 = -500 €

20000 120000

— Desde el punto de vista econémico no le conviene vender mas de 20000 unidades. Observa
que si x =20000, el ingreso marginal es 0, y decreciendo...
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Problemas Propuestos

Integrales inmediatas

1. Calcula las siguientes integrales:

a) |(xX* +6x—3)dx b) |(3—2x+3x")dx
d) .x(4—4x2)dx e) .5x(1—2x2)2dx

) 3 [ 1/2 2/3
9) | 2\mdx h) | (x+x —X )dx

2. Calcula las siguientes integrales:

a) ISx(l—Zx)z dx b) J.(sz —2x)2 dx

d) I(l—x)sdx e) Ix(l—x)sdx

c) .(3x2+x—2\/§)dx
f) .(2—3x)2dx
i) [ ax

Jx

X
c dx
) .[1+ 3x2

3. Calcula:
a)j- 2X dx b)J&(7x2+3)dx C) Jﬂdx
3x2+1 X
4x? 5x 5
d) _[ dx &) _[ dx f) _[ dx
J3-x° NG 1-x?
4. Halla las integrales:
3 5X 3
a dx b dx ¢ J dx d I dx
) .[7x—4 ) J.3+3x2 ) x* 42 ) 1+ x°

5. Resuelve las integrales:

a) .cos(4x+3)dx b) (sin 2X—%COS5deX

d xcos(3x” ) dx e) |(cos(2x)—3e”*)dx

g) | (sin2x—3cos5x)dx  h)

(sinx+cos x)2 dx

6. Halla:
a) je4xdx b) J'e"/?’dx
d) j 4% dx e) '[ 4.3%dx

C) .(3COSZ _en 2dex
J 2 5
f) | cosx-(sinx)?dx

i) | (sinx—cos x)2 dx

c) J' x> dx

f J' 20x3 dx
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7. Calcula:
—-2X
a) I 65 dx b) j2xe3xzdx 0 j 206%2*dlx
d) j(ex+e‘x)dx &) j (e +e™) dx ) j (¢ —sin2x)dx

Integracion por cambio de variable

8. Calcula las siguientes integrales haciendo el cambio que se indica:

a) j WI—xdx — (1-x=t) b _[ (sinx)°dx — (cos X = 1)

0) IL S (t=Inx) d) _[x-%/4+x2dx S (4+%2=t)
X(4—Inx)
9. Halla la integral indefinida j 1 dx mediante el cambio de variable v/x =t.
1+ﬁ

10. Haciendo el cambio 2 =t, calcula la integral: Jll'Zde.
+

11. Haciendo el cambio que se indica, calcula:
a) J' (-3 )ox - (t=x?) b) J' %265 dx —> (t =5x°)

12. Haciendo el cambio de variable e* =t , halla:

X X
a)j Y b)_[ % ix

Integracion por descomposiciéon en fracciones racionales

13. Calcula, descomponiendo el integrando, las siguientes integrales:

c oy ® 9y2 ® 23 2
a) 2X 3dx b) 2X +C2%x+5dx 0 3X” +2x° —6X dx
J X J X J 6
c Oy 2 3 ° 3 a2 .3 2
d) 2X x4+3x dx &) X 3x3 +5dx ) X® +5X 3x+2OIX
J X J 4x J \/;
- _ 3 . 2 e v3
9) x=3x g, hy | 2CAxx b g i [t
Jofe JU 4P+l J x+3
1 X 1 . . -
14. a) Comprueba que ————=—; . b) Calcula la integral |ndef|n|da:J. —dx.
X X +1 x'+X X+ X
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15. Calcula las siguientes integrales:

_ 2 )Y 3 _nQy?2
2) J‘Z 3X+5x dx b) J'(x 3) dx 0 J‘Zx 32x +5dx
2X 4x X
3 2 _ 3 2 _ 3 a2
d) J‘Sx X +4X 5dx e)J‘Bx X° +4X 5dx ) J‘Zx 3X +2dx
X X+1 X+1

16. Calcula las integrales:
X+8 2dx 1 1
a) | ——dx bj o J-—dx d J.—dx
)jx2+x—2 ) x2 -4 ) X —2x-3 ) 2x% +2x—12

17. Calcula las integrales:

3
X X
b I dx d _[ dx
) X2 — ) x2 -1
18. Halla:
a)J’ 23x+1 dx )J‘ X+2 0 -"5+4;(dx
X°+2x+1 X2 —2x+1 1+X
Meétodo de integracidn por partes
19. Calcula las siguientes integrales:
a) Ixcos xdx b) J‘xezxdx c) Ixz-e3xdx
d) Iszexzdx e) j(xln x) dx f) szsin(ZX)dx

- . . . 7 X
20. Utilizando el método de integracion por partes, calcula I—xdx.
e

21. A partir del resultado de J.In xdx , calcula las siguientes integrales:

2) 2 '[ In xdx b) J' Ih2x)dx  ©) J' In x2dx d) J.(In x)2dx

Otras integrales

22. Calcula las siguientes integrales.

a)j 22dx c)j 22dx d)j 22dx
1+x 1-x (1+x)
23. Integra:
X 2%
a) Ie e i )J'S'”X d) J'tanzxdx
l+e COS™ X

24. Dada la funcion f(x) =3x* —6x+10, halla una primitiva F(x) que verifica que
F(@) =8.
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25. Halla una primitiva de f(x)=e€" +3x que pase por el punto (0, 2).

2a+3

26. Dada la funcion f(x) = W , determina el valor de a para que una de sus primitivas,
X

F(x), pase por los puntos (2, 0) y (1, 2). Indica F(x).

Integrales definidas

27. Halla el valor de:
3
a) J (3%* —2x+1)dx
1

28. Halla el valor de:

a) I7 4 dx
0 v/Bx+1
29. Halla el valor de:

2
a) I eZdx
0

30. Calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

a) I;l(—xz + 2)dx

b) J'g (3 +2) dx
K
b) I X1+ x> dx

10
b) j 20e°dlx
2

b) f(x+%}dx

31. Calcula el valor de a > 0 en los siguientes casos:

a) Is(xz +a)dx =15

31
b) | —dx=a
o X+1

Célculo de areas de recintos planos

c) Jz(x3+4x—2)dx

C) I:(%-%de

1
2
c) I xe > dx

0

1 X
C dx
) Io x?+1

a1
c) | —dx=3
o X+1

32. Haz su la representa grafica de la funcion f (x) = x* —2x+3. Calcula el &rea limitada por
lacurvadefyeleje OXentrex=1yx=2.

33. Halla el &rea encerrada entre la grafica de la funcion f(x) = —% x? +2x y el eje OX.

34. Dada la funcion f(x) ={

-x*-2x+3 si0<x<1
x—1 sil<x<3
a) Haz su grafica. ¢Es continua?

b) Calcula el area de la region determinada por su graficay las rectasx =0,y =0, x = 3.

. 1 .
35. Halla el area encerrada entre la curva y = = yel eje OX, entre x =1y x = €2,
X
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36. Calcula el area de la region limitada por y = 4 ,eleje OXylasrectasx =1, x=4.
X

37. Halla el area encerrada entre la grafica de la funcion f(x) = x> +2x—3 y el eje OX.

X(x+1) si x<0
x(x=1)% si x>0
adjunta. (Esta funcion se represento en el problema propuesto 2 del

tema anterior).
Halla el area del recinto limitado por la curvay el eje OX.

38. La grafica de la funcion f(x) = { es la

39. Calcula el area de la region limitada por la curva de la funcion f (x) =e*, el eje OX y las
rectas x =0, x = 2.

2

. ., X .
40. Calcula el area encerrada entre la curva de la funcion f(x) = 5 y el eje OX, en el

+ X
intervalo [0, 2].

41. Halla el &rea de la region plana limitada por la curva y =sin2x y el eje OX en el intervalo
[0, =].

. e - 4
42. Calcula el area de la region limitada por la funcion y =— vy la recta que pasa por los
X

puntos (1,4) y (4, 1).
43. Halla el rea del recinto plano comprendido entre las graficas y=x° ey = Jx.
44. Halla el area del recinto limitado por las curvas de ecuacion y=x*e y = |x| .

Otros problemas

ol
!
- L 2x+1 . |
45. La grafica de la funcion f(x) = es la adjunta. Y L SN
X=2 ==a] |
Halla el area del recinto sombreado. 4 0; 4 8
(Esta funcion se represento en el problema 23 del tema anterior). 1 |

46. Halla la superficie del recinto plano limitado por la curva de ecuacion f(x) =—x* +4x, la
recta tangente a ella en el punto de abscisa x = 3 y el eje OX.

47. Determina el area encerrada entre la curva y =¢e*, el eje OY y la la recta tangente a la
curva en el punto de abscisa x = 1.
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48. (Propuesto en Selectividad) EI nimero de pasajeros que pasan por la terminal de un
aeropuerto se ajusta durante un dia determinado a la funcién P(t) = 432t —t3, siendo t el

tiempo en horas y P(t) el nmero de viajeros en el momento t.

a) Representa la grafica de la funcion en el contexto del problema. ¢Cuél fue la maxima
afluencia del dia y en qué momento se da?

b) ¢Qué cantidad de viajeros pasa por esa terminal desde las 0 horas hasta las 18 horas?

49. Dada la curva de ecuacion y = x?, calcula el area el recinto plano limitado por dicha
curva, la recta tangente a ella en el punto (1, 1) y el eje OY.

50. Dada la curva de ecuacion y = x* —2x> +X.

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) Haz un esquema del recinto limitado por la gréafica de la curva y la recta hallada.
c) Calcula el area de ese recinto.

51. El ritmo de crecimiento de una poblacién de palomas en una ciudad viene dado por la
funcion p(x) =2x—0,5x?, x en afios, y p(x) en miles de palomas. Si actualmente hay 2500
palomas:

a) ¢Cuantas palomas habréa dentro de x afios?

b) ¢En cuanto aumentara la poblacién de palomas durante el segundo semestre a partir del
momento actual?

¢) ¢Hasta cuando aumentara la poblacion de palomas? ¢ Qué nimero maximo alcanzara?

52. Supongamos que se rompe una tuberia y que t minutos después se pierde agua a razon de
f (t) =100+1,5t litros por minuto.

a) ¢Cual es la funcion que da el agua perdida al cabo de t minutos?
b) ¢Cuénta agua se perdera si no se repara la tuberia durante la segunda hora?

53. La funcién de coste marginal de la unidad x de un producto viene dada por c¢(x) = 4—%.
X

Halla la funcion de coste total si el coste de funcionamiento de la empresa es de 100 u.m.

54. Un fabricante de cosméticos espera vender dentro de x meses 10000 barras de labios por
mes a un precio de p(x) =2+0, 2/x euros por barra de labios. ¢Cudl sera el ingreso total del
fabricante en los proximos 18 meses si se cumplen sus previsiones?

55. Una empresa de de compraventa de coches de segunda mano tiene estipulado que el ritmo
de depreciacion, en porcentaje, de un coche nuevo viene dado por d(t) =10+0,75e*™", t en
anos.

Calcula:

a) El valor de un coche con t afios.

b) El valor de un coche con dos afios si nuevo coston 30000 €.

c) ¢En cuénto se depreciara dicho coche en los siguientes tres afios?
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Soluciones
X3 3 1 X3/2
1. a) §+3x2—3x+c. b) 3x—x2+gx5+c.c) x4+ =x* -2

+c.d) 2x* —x*+c.
3/2

e) —%(1—2x2)3+c.f) 4x—6x2+3x3+c.g) 3/x+1+c.

Lo 2y —§x5’3+c.i) S
5 X

2.a) =X —230x3+5x4+c. b) gxE‘—3x"'+%x3+c.c) %In(l+3x2)+c

d) x—§x2+x3—£x4+c.e) 1xz—x3+§x“—1x5+c.f) 1xg’—§x2+3x—lnx+c.
2 4 2 4" 5 37 2

3.a) 2\/3x2+1+c. b) 2x"?+2x¥? +c.c) 5Inx—¥+c. d) —g\/3—x3+c.
X

e) —-5J1-x? +c. f) 5arcsinx+c.
4. a) gln(7x—4)+c.b) gln(3+3x2)+c. c) %In(x3+2)+c. d) 3arctanx+c.

5. a) lsin(4x+3)+c. b) L cosox—Lsinsx+c. c) Bsin X+~ cos2x+¢.
4 2 15 2 10

1. 1. 3 1, . 3 1 3.
d) =sin(3x?)+c.e) =sin(2x)——e* 3 +c¢.f) =(sinx) +c.qg) —=cos2x——sin5x+cC.
) 5Sin(3x°)+c. e) Zsin(2x) -2 ) 5(sinx)"+c.9) :

h) x+sin2x+c. i) X+cos® x+c
4 10

6. a) e X+c.b) 323 +c.c) —lel‘x +c.d) 4Xi+c e)—3* +c.f) —3X +C
2 In4 In3 In3
7.Q) —ie‘zx+c. b) 1e3X2 +c.c) 100e”* +c.d) e¥—e*+c.¢€) —e X—le‘ *y2x+cC.
10 3 2 2
f) Loy Loosoxsc.
2 2

8. a) —% (1—x2)3 +c.b) —cosx+%cos3x+c. c) —In(4—Inx)+c. d) 2-3«/(4+x2)4 ie.

9. 2&—2In(1+\/§)+c. 10. i-<';1rctan(2X)+c.
In2

11. a) —gexz +c.b) %e5x3 +C. 12. a) +c.b) gln(2+5ex)+c

1+e*
13.a) 2x—3Inx+c. b) 2x+3|nx—§+c. c) 1x“+lx3—lx2+c. d) —iz+l+3lnx+c.
X 8 9 2 X* X

E X712
7

e)lx—glnx— 52+c f)( x> +2x2 2x+4)x“2+c.g)%x3’4— +C.

4 4 8x
1 2 x> 3,
h) x—zln(4x +1)+c.1) ?_EX +9x—-28In(x+3)+cC.

14.b) In x—%ln(x2 +1)+c.

15. a) Inx—>x+2x2 1. b) Lo 3y Znx+c. c) X% —3x—>+c.
2" "% 8 2 4 X
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d) x3—%x2+4x—5lnx+c.e) x> —2x% +8x—-13In(x+1)+c.
f) Ex3—§x2+5x—3ln(x+1)+c.

3 2
16. @) 3In(x—1)—2In(x+2)+c. b) %In(x—Z)—%ln(x+2)+c.

1 1 1 1
c) —=In(x+D)+=In(x=3)+c.d) —In(x-2)——In(x+3)+c.
) 1 (x+1) 1 (x=3) )10 (x-2) 10 (x+3)

17.8) LIn(x-1) - S In(x+1)+ ¢ b)lln(x2—1)+c c) X—2+1|n(x—1)—1|n(x+1)+c
2 2 2 202 2 '
2
X 1 2
d) 7+§In(x —1)+c.

18. a) 3In(x+l)+i+c. b) _—3+In(x—1)+c. ¢) 5arctan X+ 2In(1+x?) +c¢
X+1 x—1
B 2o 4 2 ey,
27

19. a) xsinx+cosx+c. b) e Lo o c) 12
2 4 3 9

2 1, X2 1, 1 . 1
d) xe* —e" +c.e) =x“Inx——+c.f) —=x"cos2X+ = XSin2X+—=C0S2X +C.
2 4 2 2 4

20. —xe *—e " +c.
21.2) 2(xInx—x)+c.b) (IN2)x+xInx—x+c.c) 2(xInx—x)+c.
d) x(Inx)2—2(xInx—x)+c

22.a) 2arctanx+c. b) In(1+x*)+c. ¢) IN(1+x)+In(1-x)+c. d) —%”'
+

+c.d) tanx—x+c.

23.3) e +c.b) &' —In(1+e")+c.c) .

3cos” X
3 2 . 3x 4
24. F(x) =x"—3x"+10x. 25. F(x)=e +7+1. 26. F(x)=—3+4.
27. a) 20. b) 65/3. c) 8. 28.a)8.b) 7/3.c) 2—In4.

29. a) %(e“—l). b) 200(e—e"?). c) —%(e—2 —e).

30. a) -1/3. b) 21/2. ) %In 2. 3la)2.b)Indc) e’ 1.

32, 7/3 W2 33, 16/3. 34, b) 11/3. 35. 2. 36. 4In 4.

37. 32/3. 38, 1/4. 30, e? 1. 40. 4In2-2. 41.2.

42, %—4In4. 43, 1/3. 44. 1/3. 45.5In 3. 46. 7/12.

47. %-1. 48. ) 12 h; 3456. b) 43740, 49. 1/3, 50.a) y = X. C) 4/3.

51.8) P(x)=x° —%x?’ +2,5 miles. b) 604 palomas. ¢) x = 4; 7833 palomas.

52.a) F(t)=100t+0,75t>. b) 14100 litros.
53. C(X) = 4x — 24/x +100. 54. 360050.91 euros.
55.a) V (t) =105-10t —5e™", en %. b) 23475 €. c) 33,835%; valdra 13324,50 €
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