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Tema 12. Probabilidad

1. Experimentos aleatorios

Un experimento se llama aleatorio cuando no se puede predecir su resultado; ademas, si se
repitiese el mismo experimento en condiciones analogas, los resultados pueden diferir.

Ejemplos:

a) El resultado del lanzamiento de una moneda o de un dado.

b) EI nimero de veces que hay que lanzar un dado corriente, con las caras numeradas del 1 al
6, hasta que salga el nimero 6.

c) El dia de nacimiento de la persona que espera al autobus; o el tiempo que debera esperar hasta
que llegue el autobus.

1.1. Espacio muestral

Cada uno de los resultados més simples de un experimento aleatorio recibe el nombre de suceso
elemental. El conjunto de esos sucesos, se denomina espacio muestral asociado al proceso
aleatorio; suele designarse por la letra E.

Ejemplos:

a) Los sucesos elementales asociados al experimento de lanzar una moneda son cara o cruz.
El especio muestral es E = {C, X}.

— Los sucesos asociados con el lanzamiento de un dado corriente, con las caras numeradas,
sonl, 2, 3,4,506.Asipues, E={1,2,3,4,5, 6}

b) EI nimero de veces que hay que lanzar un dado corriente hasta que salga el nimero 6 varia
desde 1 hasta infinito. El espacio muestral seraE = {1, 2, 3, ...}.

¢) Los sucesos elementales asociados al dia de nacimiento de una persona son cualquiera de
los 365 dias de un afio.

— El tiempo de espera hasta que Ilegue un autobus es siempre mayor que 0, pero su maximo
es dificil de predecir; pongamos que varia entre 0 y 30 minutos.

Observacion:

De los ejemplos anteriores se deduce que el espacio muestral puede ser finito (ejemplo a),
infinito numerable (ejemplo b) o infinito continuo (ejemplo c).

1.2. Tipos de sucesos

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral. Puede ser elemental (simple) o
compuesto (formado por mas de un resultado del experimento). Suelen designarse mediante
letras mayusculas.

Como subconjuntos impropios de E, se consideran &y E.

El suceso vacio, &, no posee ningun suceso elemental, se considera como suceso imposible.
El suceso E se cumple siempre; es el suceso sequro.

Si A es un suceso cualquiera, el suceso contrario de A, denotado por A® o E

A, es el que se verifica cuando no se cumple A. (Esta formado por los
sucesos elementales que no son de A; es el subconjunto complementario 4 4C
de A, respecto a E) \ 4

Los diagramas de Venn, como el de la derecha, permiten representar los
distintos tipos de sucesos. (John Venn: Inglés, 1834-1923).
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Ejemplos:

a) Los sucesos elementales asociados al lanzamiento de un dado corriente son {1}, {2}, {3}, {4},
{5} y {6}.

Un suceso compuesto puede ser “obtener un numero par’”: P = {2, 4, 6}. El suceso P se cumple
cuando el resultado del lanzamiento del dado es 2, 4 0 6.

El suceso contario de “obtener un nimero par” es “obtener nimero impar”

b) En el caso de los dias del afio, son sucesos compuestos: “nacer un martes”; o “nacer en
enero”.

El suceso contario de “nacer en martes” es “nacer cualquier otro dia de la semana”.

Un suceso imposible seria nacer un 30 de febrero.

¢) En el caso del tiempo de espera de un autobus son sucesos compuesto: “esperar entre 0 y 10

min”’; “esperar mas de 5 minutos”; ...
El suceso contario de “esperar mas de 5 minutos” es “esperar menos de 5 minutos”.

1.3. Operaciones con sucesos
Los sucesos pueden operarse obteniéndose otros nuevos. E
. Unidnde Ay B, AUB, es un suceso que se verifica cuando lo hace A o AUB

B, 0 ambos.
En notacion conjuntista:

AUB={xeE|xe AoxeB}.

. Interseccion de Ay B, A n B, es el suceso que se verifica cuando lo hacen Ay B a la vez. Esta

formado por los elementos comunesa Ay a B.

En notacion conjuntista: £
AnB={xeE|xeAyxeB}.

Cuando AnB =, los sucesos Ay B se dicen incompatibles.
(Un suceso y su contrario son incompatibles).

J{ 'ﬂ_"l B

)
&

. Diferenciade Ay B, A—B, es el suceso que se verifica cuando lo hace A pero no B. Esta
formado por los elementos de A que no son de B.
En notacion conjuntista: E

A-B={xeE[xe AyxgB}. P B
Anéalogamente,
B-A={xeE|xeByxgA}.
A-B B-4

En las figuras adjuntas se representa el resultado de estas operaciones
mediante diagramas de Venn. Puede observarse que:

A-B=A-(ANB)=BNnAyB-A=B-(AnB)=ANB.

Ejemplos:

Al lanzar un dado con seis caras numeradas del 1 al 6, el espacio muestral es E = {1, 2, 3, 4, 5,
6}. Si el experimento consiste en lanzar 2 dados y observar sus resultados, los sucesos
elementales seran: E = {(1, 1), ..., (1, 6), (2,2), ..., (2,6), ..., (6,1), ..., (6,6)}; donde (1, 3)
significa que en el primer dado ha salido un 1 y en el segundo un 3, y lo mismo en los demés
casos.
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Si en este experimento se consideran los sucesos:
A = “sacar puntuaciones iguales” = {(1, 1), (2, 2), ..., (6, 6)}.
B = “sacar numeros pares” = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}.
Para tales sucesos se tiene:
AC = “sacar puntuaciones distintas” y
BC = “no sacar ambos pares” = “alguno de los resultados no es par”
Por tanto:
AUB ={(1,1), (2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (4,2), (4,4), (4,6), (5,5), (6,2), (6,4), (6,6)}.
ANB ={(2,2), (4,4), (6,6)}.
A-B={(11), (3,3), (55)}.
B-A={(2,4),(2,6), (4 2),(4,6),(6,2),(6,4)}

1.4. Algunas relaciones de interés

En lo que sigue, A, By C designan sucesos de un espacio muestral E.
En todos los casos se cumplen las siguientes propiedades:
Conmutativas: AUB=BUA,; ANB=BnNnA

Asociativas: AUBUC =(AUB)UC=AU(BUC)
ANBNC=(ANB)NC=AN(BNC)

Distributivas: AU(BNC)=(AuB)n(AUC); AN(BuUC)=(AnB)U(ANC)

Complementarias: AUA® =E; ANA® =&

Diferencia: A-B=A-ANB; A-B)UAnB)UB-A)=AUB
Para comprobarlo basta observar con atencion las figuras anteriores.

Leyes de Morgan:

(Au B) — A® ~B® - el contrario de la unién es la interseccion de los contrarios.

(Am B) = A® UBC® - el contrario de la interseccion es la unién de los contrarios.
En la siguiente figura se da una explicacion gréafica de la primera ley.

(4 1Cps q.) (44075

f 1 !
(AUB)" A B® A° N B°
Ejemplo:

Si una persona sintoniza habitualmente dos emisoras de radio, “RadioA” y “RadioB”, se pueden
definir los siguientes sucesos:
A: escucha RadioA; B: escucha RadioB;

[13 . 2 b C [13
El suceso A U B es “escucha alguna de las dos emisoras™. Su contrario, (AUB)™, es “no

escucha ninguna emisora”, que es equivalente a no escucha RadioA, (A®), ni escucha RadioB,
(B®), suceso A NB°.

. . . c
El suceso A N B es “escucha las dos emisoras”. Su contrario (AN B)~ es “no escucha las dos

emisoras”, que es equivalente a no escuchar A (A€) o no escuchar B (BS), suceso A® UBC.
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2. Probabilidad: definiciones y propiedades

La probabilidad es una medida de la posibilidad de que se cumpla un suceso aleatorio
determinado. A cada probabilidad se le asigna un nimero, comprendido entre 0y 1.

« Si un experimento aleatorio se repite un gran nimero de veces, la probabilidad de un
determinado suceso se identifica con la frecuencia relativa de tal suceso.

— La frecuencia relativa de un suceso es el cociente entre el nimero de veces que se ha
cumplido el suceso y el nimero total de veces que se ha realizado el experimento.

Ejemplo:
a) Si se pregunta a 400 personas, elegidas al azar, sobre su interés por el futbol y, de ellas, 125
afirman ser aficionadas, se admite que la probabilidad de que una persona de ese grupo sea

aficionada al futbol es de % =0,3121.

b) Si una moneda se lanza 1500 veces y en 706 ocasiones ha salido cara, se admitira que la

probabilidad de obtener cara para esa moneda es P(C) = 106 ~0,47 .

1500

Observacion:

Aqui se esta admitiendo la llamada ley de los grandes nimeros. El valor que se acepta es siempre
aproximado; y, parece logico afirmar que cuantas mas veces se realice el experimento mas
seguridad habra en el resultado. En situaciones concretas se podra (deberd) dar una cota de error.

2.1. Regla de Laplace (Francés, 1749-1827)
Cuando los sucesos elementales del experimento aleatorio son equiprobables, la probabilidad del
suceso A se calcula aplicando la regla de Laplace, que dice:

P(A) = NUmero de casos favorables a A

NUmero total de casos posibles

Ejemplos:
a) Si en una bolsa hay 4 rojas (R), 2 blancas (B) y 3 verdes (V), todas del mismo peso y tamafio,
la probabilidad de extraer al azar una bola roja, una bola blanca o una bola verde es:

P(R)=5: P(B)==: PV) =

b) En un juego se sortea cada dia un premio utilizando papeletas con tres cifras, numeradas
del 000 al 999.
1) Si una persona ha comprado 3 papeletas, la probabilidad de que le toque el premio es:

P(A) = —— =0.003.
1000
100

2) La probabilidad de que el nimero premiado termine en 5 es P(xy5) = 1000~ 0,1, pues hay
100 ndameros que terminan en 5, 1 de cada 10.
3) La probabilidad de que el nUmero premiado termine en 55 serd P(x55) = % =0,01. Hay

10 ndmeros que terminan en 55, 1 de cada 100.
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2.2. Definicién axiomatica de probabilidad
La probabilidad puede definirse afirmando que es una funcion P que asigna a cada suceso de un
experimento aleatorio un nimero real, debiendo cumplir los siguientes axiomas:

1. Para cualquier suceso A se cumple que: 0 <P(A) < 1.
2. La probabilidad del suceso seguro E es 1: P(E) = 1.

3. Si Ay B son sucesos incompatibles, entonces: P(Au B) =P(A)+P(B).
— De estos axiomas se extraen algunas consecuencias (propiedades) de interés:

 Probabilidad del suceso contrario
Conociendo la probabilidad de un suceso A puede hallarse la de su contrario A%, pues, como

AUAC =E = P(AUA®)=P(E)=1= P(A)+P(A%)=1=P(A%)=1-P(A).
Por tanto, la probabilidad del suceso imposible es 0: P(J)=0.

Ejemplo:
Si al extraer una bola de una urna, la probabilidad de que sea rojaes P(R) :g = probabilidad

de que no sea roja sera: P(noR) = P(RC): P(ﬁ):l—g:g.

2.3. Probabilidad de la union de sucesos
Para dos sucesos cualesquiera, A y B se tiene que: AR

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
(Se resta P(A n B) para evitar contar dos veces el suceso A N B, que se

da tanto en A como en B).

— Si los sucesos son incompatibles:
P(AnB)=0y P(AUB)=P(A)+P(B).
— Para n sucesos incompatibles dos a dos:

P(AUA U..UA,)=P(A)+P(A)+..+P(A)).

Ejemplos:
a) Si se sabe que las probabilidades de los sucesos A, By A~ B son: P(A) =0,5, P(B) =0,7y
P(AnB)=0,3, entonces:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) = P(AUB)=05+0,7-03=0,9.

b) En una baraja de 40 cartas hay 10 cartas de cada uno de los palos (oros, copas, espadas y
bastos). Cada palo tiene numeradas 7 cartas, del 1 (el as) hasta el 7; las otras 3 cartas se llaman
figuras (sota, caballo y rey). Los sucesos B = “la carta es de bastos” y F = “la carta es una figura”
son compatibles, pues en cada palo, de las 10 cartas 3 son figuras. En total hay 12 figuras.

Se tienen las probabilidades:

10 12 3
P(B)=2: P(F)=2%: P(BAF)=—
(B)=7g ()40 (BAF)=%=
10 12 3 19

= P(BUF)=P(B)+P(F)~P(BNF)=J 47— -=7".
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2.4. Probabilidad de la diferencia de sucesos
Para dos sucesos cualesquiera, A'y B se tiene que: P(A—B)=P(A)-P(ANB).

— Es una consecuencia de que A=(A-B)U(ANB),ycomoA-ByAnBson
incompatibles, entonces P(A) =P(A—-B)+P(ANB).

Ejemplo:

P;ra Iss sucesos del ejemplo anterior, con: P(A) = 0,5, P(B) =0,7y P(ANB)=0,3, se tiene:

La probabilidad de que se cumpla A pero no B es: P(A— B) =05-0,3=0,2.

La probabilidad de que se cumpla B pero no A es:
P(B-A)=0,7-03=04.

La probabilidad de que no se cumpla A es: P(A°) =1-0,5=0,5.

La probabilidad de que no se cumpla B es: P(B°) =1-0,7=0,3.

La probabilidad de que no se cumpla ni A ni B es: |
P[(AUB)C}:l—P(AuB) =1-09=0.1. A-B=4-AnB

3. Algunos ejercicios de probabilidad relacionados con las propiedades vistas

Ejercicio 1. En el experimento aleatorio consistente en el lanzamiento de 2 dados con las caras
numeradas, se consideran los sucesos A = “los dos resultados son iguales” y B = “los dos
resultados son niimeros mayores de 4”. Determina las probabilidades siguientes sucesos:

a)AyA° b)ByB® ) AUBYyAnB d) (AUB) y(AnB)
Solucién:
Hay 36 resultados posibles: (1, 1), (1, 2), ..., (2,2), ..., (5,5), (5, 6), ..., (6, 5), (6, 6). Luego:
a) El suceso A={(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}, luego:

P(A):%=% = P(A%)= 1—%:§

6

b) B ={(5,5), (5,6), (6, 5), (6, 6)} = P(B)——6 ; P(B°)= 1-%:%

¢) AUB ={(1, 1), 2 2), 3, 3), (4 4), (5,5), (6, 6), (5, 6), (6,5)}; AnB={(5,5), (6, 6)} =
P(AUB)=> =2 ; P(ANB)= 326 -

d) Del resultado anterior se deduce que:
P[(AUB)J 121 P[(A B)} -1
9 9 18 18
Observacion. Pueden comprobarse las propiedades:
6 4 2 8

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB ~_=
> P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =35+ 36 36 36
28 7

—-> P (Au B)C =P(A® NnB®) =22 == — Hay 28 sucesos que no son resultados dobles ni
36 9

ambos mayores que 4.

- P[(Am B)C} = P(A BC) 34 = 17 — Hay 34 resultados que son no iguales o alguno

36 18
de ellos menor o igual que 4.
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Ejercicio 2. Si una moneda esta trucada de forma que la probabilidad de obtener cara (C) es
doble que la obtener cruz (X), ¢cuénto vale la probabilidad de cada uno de esos sucesos?
Solucién:

Como P(C)+P(X)=1= 2P(X)+P(X)=1 =3P(X)=1= P(X):%.

Por tanto, para esa moneda, se cumple que P(X) = % y P(C) = % :

Ejercicio 3. Si Ay B son sucesos de un experimento aleatorio tales que P(B) = 0,7, P(A N B)
=03y P(Am I§) =0, 2, halla la probabilidad de los siguientes sucesos:

a) P(A) b) P(B-A) c) P(AUB) d) P(AUB)
Solucién:
La situacion se representa mediante el diagrama de Venn adjunto; a partir de €l puede
observarse: _
ANB=A-B=A-(ANB)=A=(ANB)U(ANB), AnE A5
gue son sucesos incompatibles.
Luego:
a) P(A)=P(AnB)+P(AnB)=0,2+0,3=0,5.

[
b) P(B—A)=P(B)-P(ANB)=0,7-0,3=0,4. AnBoA-B B

¢) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = P(AUB) = 0,5 + 0,7 — 0,3 = 0,9.
d) P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,9=0,1.

Ejercicio 4. En un Centro Escolar el 80 % de los alumnos practican algun deporte, el 25 %
tocan un instrumento musical y el 15 % realiza ambas actividades. Calcula la probabilidad de
que un alumno de ese Centro elegido al azar no realice ninguna de las dos actividades.
Solucién:

Sean D y M los sucesos “practicar algiin deporte” y “tocar un instrumento musical,
respectivamente.

Sus probabilidades son:

P(D)=0,80; P(M)=0,25; P(DNM)=0,15.

La probabilidad de realizar alguna de esas dos actividades es:
P(DUM)=P(D)+P(M)-P(DnM) = P(DUM)=0,80+0,25-0,15=0,90.
Luego, la probabilidad de que un alumno no realice ninguna actividad es:
Pl (DUM)® |-1-P(DUM)-1-0,90-0,10.

Observaciones: 1) Algunas veces la probabilidad se da en tantos por cien. No obstante, conviene
recordar que la probabilidad es un nimero real comprendido entre 0 y 1. No es correcto, aunque
se entiende, decir que la probabilidad de un suceso es del 80 %; lo correcto es decir que es 0,8.

2) En todo el capitulo se utiliza de manera indistinta A° o A para indicar el contrario de A.
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4. Técnicas de recuento

La determinacion del numero de sucesos elementales en muchos experimentos aleatorios
requiere contar con exactitud y rapidez tanto el nimero total como el nimero de casos favorables
del suceso en cuestion. Las técnicas de recuento facilitan ese célculo.

« El método basico de recuento se conoce con el nombre de principio multiplicativo, que dice:
“Si un suceso puede darse de m maneras distintas en primera opcion y a continuacion puede
suceder de n modos diferentes, entonces tiene m x n maneras de suceder”.

Por tanto, para contar hay que determinar cuantas elecciones hay que hacer y cuantas opciones
hay en cada eleccion sucesiva.

Ejemplos:
a) Si una persona tiene 5 camisas y 4 pantalones, puede vestirse de 5 x 4 = 20 formas diferentes.

b) Con los digitos del 0 al 9 se pueden formar, por ejemplo, nimeros de cuatro cifras, repetidas o
no.

— Si no pueden repetirse, en la primera eleccion hay 10 opciones (los 10 digitos); en la segunda,
9 opciones (elegido un digito, el siguiente puede ser cualquiera de los 9 restantes); en la tercera,
8; y en la cuarta 7. En total, los numeros de 4 cifras no repetidas son 10 - 9 - 8 - 7 = 5040.

— Si pueden repetirse, en la primera eleccion hay 10 opciones (los 10 digitos); en la segunda
otros 10; y lo mismo en la tercera y cuarta eleccion. En total, los nimeros de 4 cifras con digitos
repetidos o0 no son 10 - 10 - 10 - 10 = 10* = 10000.

— El recuento anterior permite determinar cuantos nimeros de 4 cifras hay con alguno de sus
digitos repetido. Seran 10000 — 5040 = 4960.

c) El sistema europeo de matriculacidn de automaviles, en cada pais asigna a cada vehiculo un
numero de 4 cifras seguido de tres letras elegidas entre 20, pues se excluyen las cinco vocales, la
Ny la Q. Tanto los niimeros como las letras pueden repetirse; ademas, el cambio de posicion de
un determinado trio de letras hace que una matricula sea diferente. Asi, la matricula 2342 BDC
es distinta de la matricula 2342 DBC.

El nimero de grupos de 3 letras es 20 - 20 - 20, cada letra es una de las 20 posibles.

Como hay 10000 nameros de 4 cifras, con este sistema, en cada pais pueden matricularse 80
millones de vehiculos: 10000 - 20 - 20 - 20 = 80 000 000.

. Diagramas de arbol

Cuando el nimero de elecciones es reducido puede recurrirse a los diagramas de arbol, que son
esquemas graficos en los que se indica el nimero y nombre de las sucesivas elecciones. También
suele indicarse la probabilidad de cada una de esas opciones.

Ejemplo:
Si se tiene una bolsa con 7 bolas verdes y 5 rojas, de la que se extraen sucesivamente y sin
reemplazamiento tres bolas, el diagrama de arbol que puede

confeccionarse es el que se adjunta. y M.V
En la primera extraccion, la probabilidad de que la bola sea 51~ 7 s R

. 7 5 R S ) )
verde (V) oroja (R) es P(V) T y P(R) = Tk n2_~ 511 R fi"c';"*R
Es evidente que si la bola extraida la primera vez es verde (V), “M S fjl“ v
en la bolsa quedan 11 bolas, de las que 6 son verdes y 5 rojas. N LI R
Por tanto, a continuacién, las probabilidades cambian, como se fﬂ*- 2 ?::?F!.--v V
muestra de forma esquematica en el diagrama. 310 R
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5. Probabilidad condicionada

La probabilidad de un suceso A puede verse modificada si ha ocurrido previamente otro suceso
B. Para medir la influencia entre esos sucesos, se define la probabilidad de A condicionada por B,
designandose como P(A/B).
Asi, para el experimento consistente en el lanzamiento de dos dados, si se sabe que se han sacado
puntuaciones mayores que 4 (suceso B = {(5, 5), (5, 6), (6, 5), (6, 6)}), la probabilidad de que
ambas sean iguales (suceso A = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}), se obtiene teniendo
en cuenta que ahora son 4 los casos posibles y 2 los favorables, o sea:

P(A/ B): puntuaciones iguales  _2 1

puntuaciones mayores de 4 42

En cambio, si se pide P(B/A), lo que se sabe es que ha salido un resultado doble (hay 6 casos
posibles), de los que 2 de ellos, (5, 5) y (6, 6), son mayores de 4. Por tanto:
P(BIA)= puntuaciones mayores de 4 _ 2 _

puntuaciones iguales 6 3

Como P(A) :% y P ( B) :% puede verse que las probabilidades condicionadas son distintas; y

puede observarse que:

2 2
P(A/B)=g=@:w; p(B/A):g:i:P(A“B)
4 4 P(B) 6 6 P(A)
36 36
En general, la probabilidad condicionada de un suceso A por otro B es P(A/ B) = —P (PAE(I;)B) ,

Ejemplo:
En el diagrama de arbol del ejemplo anterior se han tenido en cuenta las probabilidades
condicionadas. Asi, si se extraen dos bolas consecutivas de una bolsa que contiene 7 bolas verdes

y 5 rojas, la probabilidad de que la primera bola sea verde es P(V) :% , ¥ de que sea roja es

P(R) :% . Ambos resultados condicionan la probabilidad del color de la segunda bola,

cumpliéndose, tal y como se reflejo en el diagrama de arbol, que:
P(23V /13V) _5 ; P(22R/13V) _2 ; P(28V /12 R) L ; P(22R/12R) =i.
11 11 11 11
El razonamiento es analogo para la extraccion de sucesivas bolas.

5.1. Sucesos dependientes e independientes

Dos sucesos son dependientes cuando la realizacién de uno de ellos condiciona la probabilidad
del otro.

De las formulas de la probabilidad condicionada se obtienen las siguientes igualdades:

P(AnB)=P(B)P(A/B); P(ANB)=P(A}P(B/A).

Dos sucesos A 'y B son independientes cuando la probabilidad de que suceda A no se ve afectada
porque haya sucedido o no B. Por tanto, P(A/B)=P(A); igualmente, P(B/A)=P(B).

En consecuencia, cuando dos sucesos son independientes se cumple que:
P(Am B) = P(A)-P(B) :
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Ejemplos:
a) Cuando se tiran dos monedas a la vez (o la misma moneda dos veces consecutivas) los sucesos
son: CC, CX, XC y XX, donde C y X significan cara y cruz, respectivamente.
Los sucesos cara o cruz son independientes, por tanto, se tendran las siguientes probabilidades:
P(CC)=P(1*C)-P(22C/12C) —ll:l, P(XC)=P(#X)-P(22C/12X) =l1:1
22 4 22 4
p(cx):Z y P(XX)=1.

Puede deducirse que la probabilidad de que salga una cara y una cruz, sin considerar el orden,

. 1 1 1
serdé: P(CyX)=P(CX)+P(XC)==+===.
(C yX)=P(CX)+P(XC) TR
b) EI mismo razonamiento se hace cuando se lanzan mas monedas. Asi, para 3 monedas:
111 l 1 1
P(CCC)=P(2C)-P(28C)-P(3C)==== ==; P(XXX)==.
111 3 3

c) Los alumnos de 1° y 2° de Bachillerato de un IES se - =
. L Curso Chicos | Chicas | Total
distribuyen por curso y sexo como se indica en la tabla. 10 Bach 50 65 125
Si se elige un alumno al azar, se tienen las siguientes ac
P P 2° Bach 50 55 105
probabilidades para los sucesos que se indican:
120 110 Total 110 120 230
P(sea una chica) = —— ; P(sea un chico) = —
230" 230"
125 105 65

P(sea de 1°) = —— ; P(sea de 2°) = —— ; P(sea una chica de 1°) =
230" 230" 230°
— Observa: P(sea una chica de 1°) = P(“sea chica” m “ser de 1°) =

= P(sea una chica) - P(ser de 1%ser chica) = 120 65 _ ﬂ
230120 230

P(sea una chica/ser de 2°) = il ; P(sea de 2°/ser una chica) = i.
105 120

d) Para el ejemplo de la bolsa con 7 bolas verdes y 5 rojas, de la que se extraen sucesivamente y
sin reemplazamiento tres bolas, pueden darse las siguientes probabilidades:

510_, 7 > P(las tres bolas extraidas sean verdes) = P(VVV) =

-
TR SR b (gay ) p(28V 18V )P (3 [1vy2ev ) = 102

oy Y DS L I 121110°
Ve - 51w R — .
110k > P(lal?y 22 sean rojas y la 32 verde) = P(RRV) =
‘H\“‘-HR }; ﬁll}‘ I’; 5 4 7
512 2 -'____11 ~ " TR = P(1®R)-P(22R/12R)-P(32V /12Ry2°R) = IEXTETE
Lol 7 ll} . r . .
fi“l R - ; — Probabilidad de que las tres bolas sean del mismo color:
N
P(WV)+P(RRR) = ~.0.2, > 43 _20_9
121110 121110 1320 44
— Por tanto, la probabilidad de que las tres bolas extraidas no sean del mismo color (suceso
9 35
contrario al anterior) sera: 1-—=—
44 44"
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6. Probabilidad total y teorema de Bayes (Inglés, 1702—1761)

Si un suceso B esta condicionado por otros sucesos Aj, incompatibles dos a dos y tales que
AUA UAU..UA =E, laprobabilidad del suceso B es:

"il Az
P(B)=P(A)P(B/A)+P(A)P(B/A)+..+P(A)P(B/A,). /A 4
Esta expresion se conoce con el nombre de probabilidad total. - B -
Ay

Ejemplo:

Los alumnos de una universidad que cursan los grados de Economia, Derecho y Matematicas se
distribuyen como sigue: el 35 % cursa Economia; el 38 %, Derecho; el 27 % restante estudia
Matematicas. Si cada curso finaliza sus estudios de grado un 18 % de los estudiantes de
Economia, un 20 % de los de Derecho y un 15 % de los de

Matematicas, ¢,qué probabilidad existe de que un estudiante E DIS* F
elegido al azar finalice ese curso sus estudios? 0357 ng_ NF
— Se puede construir el diagrama adjunto, siendo E, D y M los ' :_:
sucesos ser estudiante de Economia, Derecho y Matematicas, 038 p D‘D‘ F
respectivamente; F y NF son los sucesos finalizar o no ese curso. DSD_ NF
Con esto, la probabilidad de que un estudiante elegido al azar D= 15, F
finalice sus estudios, P(F), es: VN —

P(F)=P(E)P(F/E)+P(D)P(F/D)+P(M)P(F/M). 085~ NF
Esto es:

P(F)=0,350,18+0,380,20+0,27:0,15=0,1795.

El teorema de Bayes permite el calculo de probabilidades a posteriori, pues se obtienen después
de contar con una informacién adicional. Por ejemplo, conocido que se ha producido el suceso B,

¢cual es la probabilidad de que se haya realizado el suceso Ai? Eso es, ¢cuanto vale P(A / B) ?
Por la probabilidad condicionada se sabe que:

P(A/ B)=—P(:’(;)B) = P(A/B)= PML’?S/A‘).

Ejemplo:

Siguiendo con el ejemplo anterior puede preguntarse: sabiendo que un alumno elegido al azar
ha terminado sus estudios, ¢cuél es la probabilidad de que haya cursado el grado de
Economia?

Por tanto, se sabe que se ha cumplido F; y se desea conocer la probabilidad P(E/ F) .

Se tendré:

P(E)P(F/E .
P(E/F)-= (E)P(F/E) _0,350,18 _ 630
P(F) 0,1795 1795
Esto es, el 35,1 % de los estudiantes que han terminado son de Economia.
Anéalogamente:

P(D)P(F/D) 0,380,20 760

~0,351.

P(D/F)= = = ~0,423;
P(F) 01795 1795

P(M/F)= P(M)P(F/M)=O,27-O,15: 405 1 oop
P(F) 01795 1795
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7. Algunos ejercicios de probabilidad condicionada

Ejercicio 5. En una empresa trabajan 3 mujeres por cada 2 hombres. Se sabe que el 20 % de las
mujeres y el 26 % de los hombres necesitan gafas. Con esos datos construye una tabla de
contingencia que distribuya a los trabajadores seguin su sexo y necesidad de gafas. A partir de los
datos de esa tabla, si se elige un empleado al azar halla la probabilidad de los sucesos que se
indican:

a) Que sea mujer. b) Que sea hombre.

c) Que sea una mujer y necesite gafas.  d) Que sea mujer si necesita gafas.

e) Que necesite gafas. ) Que sea mujer o necesite gafas.
Solucion:

Para evitar fracciones y nimeros decimales puede suponerse que en la empresa hay 500
trabajadores. De ellos, 300 seran mujeres; 200 seran hombres.

Necesitan gafas el 20% de las mujeres — 300 - 0,20 = 60;

Necesitan gafas el 26% de los hombres — 200 - 0,26 = 52.

Por tanto, puede construirse la siguiente tabla:

Mujeres (M) | Hombres (H) | Total
Necesitan gafas (G) 60 52 112
No necesitan gafas (NoG) 240 148 388
Total 300 200 500
Se tienen las siguientes probabilidades:
300

a) Que sea mujer —> P(M):%zo,G = b) Que sea hombre -» P(H)=1-0,6=0,4.

c) Que sea una mujer y necesite gafas > P(M NnG) = % =0,12.

d) Que sea mujer si necesita gafas - P(M /G) = % ~0,5357.

e) Que necesite gafas - P(G) = % =0,224.

) Que sea mujer o necesite gafas —»
P(M UG) = P(M)+ P(G) - P(M ~G) =0 112 00 _352_ 45
500 500 500 500

Ejercicio 6. Una urna contiene 3 bolas blancas y 5 negras. De ella se extraen, al azar y sin
reemplazamiento, dos bolas. Construye el diagrama de arbol asociado al experimento. A partir
de él determina:

a) La probabilidad de que las bolas extraidas sean de distinto color.

b) Si las bolas han resultado de distinto color, ¢cual es la probabilidad de que la primera fuese
blanca?

Solucion:
27 .p @ P(BYN)=P(12B)P(22N/12B)+P(1*N)P(22B/1*N).
3 3< 35 53 30
3 — . Luego: P(ByN
; s Luegor P(BYN) =gt o =56
B 35
1 a . a a -
2 ;u,-'< b P(B/ByN)— WEIP(ZN/TE) g7 1
47N P(ByN) 30 2
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8. Combinatoria

El principio multiplicativo puede concretarse (y ampliarse) cuando se distinguen las sucesivas
formas de agrupamiento.

La idea basica de la combinatoria es que en cada experimento hay que conocer cuantos
elementos intervienen inicialmente, cuantas elecciones se van a realizar, conocer si la distinta
disposicién de los elementos cambia el resultado 0 no y saber si los elementos pueden repetirse o
no. (Asi, en las agrupaciones de nimeros el orden es determinante: el par 37 es distinto de 73;
pero si se mezclan dos colores en la misma proporcion, la mezcla rojo—verde es idéntica a la
verde—rojo).

Para poderlo expresar convenientemente se definen los nimeros factoriales y combinatorios.

. Factorial de un nimero
nl=n-(n—-1)-(h—2)-...321 — Se lee factorial de n.

— n debe ser un nimero entero no negativo.
Por convenio, a factorial de cero se le asigna el valor 1: 0! = 1. (También: 1! = 1).

Ejemplos:
a) Factorialde 3: 3!'=3-2-1=6.

b) Factorialde 7: 7!'=7-6-5-4-3-2.1=5040.
— Las calculadoras cientificas suelen traer una tecla de factoriales:

o NUmeros combinatorios

n n!
=———— — (Selee nsobrer).
r) ri(n=r)!

Ejemplos:

5 | | 4.3.9.
a) 5 sobre 3: = >t = > :54321:10
3) 31(5-3)! 3121 32121

= 1365. (Es aconsejable simplificar).

15 ! ! 1413
b) 15 sobre 4: [ J 15! 15! 15141312

4) 4@15-4)! 41111 4321
La simplificacion se hace antes de multiplicar; asi, por ejemplo:
15) 151 150 15141312(1110..20) 15141317 151413
[4 J S 4115-4)! 41111 4321(1340..21) 4821 21

— Las calculadoras cientificas suelen traer una tecla de nimeros combinatorios: m

=15713=1365

Los nameros factoriales y combinatorios cumplen algunas propiedades interesantes. Por
ejemplo:

o (5 ()

Puedes ampliar en matematicasjmmm: aqui.

Los nombres de las distintas agrupaciones son: variaciones, permutaciones y combinaciones.
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8.1. Variaciones ordinarias

Se dispone de m elementos y se eligen n de ellos para formar un grupo. Los elementos deben
ser distintos y con n <m.

Cuando dos de esos grupos son diferentes si contienen algun elemento distinto o sus
elementos estan en distinto orden, entonces cada uno de esos grupos se llama una variacion de
m elementos tomados n a n.

El nimero de variaciones de m elementos tomados n a n se representa por V,, ,y vale:

Voo =m(m-1)(m-2)-..(m-n+1). — (El nimero total de factores es n).

Ejemplos:
a) V,, =201918 =6840. — Calculadoras: pPr]

b) Tres premios diferentes (supongamos de valor 10, 5 y 1 €) se pueden repartir entre 20
personas de V,,, = 201918 = 6840 maneras diferentes.

— Obsérvese que su numero se ajusta al principio de enumeracién (principio multiplicativo):
el primer premio puede recaer en cualquiera de las 20 personas; el segundo, en alguno de los
19 restantes; el tercero, en uno de los 18 no premiados en 1% 0 22 opcion.

« Variaciones con repeticion

Se dispone de m elementos y se eligen n de ellos, pudiendo repetirse. (Como pueden repetirse,
n puede ser también mayor o igual que m).

Como en las variaciones ordinarias, dos de esos grupos son diferentes cuando tienen algin
elemento distinto o estan colocados en distinto orden.

El nimero de variaciones con repeticion de m elementos tomados n a n se representa por
VR, ..y vale:

VR,,=mm-..m=m".

Ejemplos:

a) Con los digitos del 0 al 9 se pueden formar nimeros de tres cifras. Por ejemplo: 000, 001, 145,
344, 999.

Es un caso claro de variaciones con repeticion (de 10 elementos tomados 3 a 3). En total hay

VR, =10° =1000.

— Si no pueden repetirse los digitos, se trataria de un problema de variaciones ordinarias. Su
namero sera V,,, =1098=720.

b) En el sistema binario, el nimero de codigos de 10 cifras que se pueden formar son las
variaciones con repeticion de 2 elementos, {0, 1}, tomados 10 a 10. Su nimero es

VR, ,, =2 =1024,

c) Si se tiran 5 monedas y se observa el nimero de caras (C) o cruces (X) que pueden salir,
algunas de las secuencias son: CCCCC, CXCCX, CCCXC, ..., XXXXX. Se tienen dos

resultados {C, X}, que pueden repetirse 5 veces. Su numero es VR, ; = 2°=32.

Observacion: En algunos problemas se utilizan las expresiones “sin reemplazamiento” o “con
reemplazamiento”; o sus analogas, Sin 0 con reposicion. Se indica con ello que un mismo
elemento no puede repetirse (sin) o si puede repetirse (con).
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8.2. Permutaciones de m elementos
Son las variaciones (ordinarias) en las que intervienen los m elementos considerados, esto es
V,

m,m*

Por tanto, dos permutaciones son diferentes solo cuando los elementos estan colocados en
distinto orden, pues en todos los casos interviene todos los que hay.

Las permutaciones de m se escriben P, ; su nimero es:

P, =m{(m-1)(m-2)...321=m!

Ejemplos:
a) Algunas permutaciones de las letras T, O, R, O son: TORO, OTRO, ROTO y TOOR. En
total hay factorial de 4 permutaciones:

Ps=4.3.2-1=41=24,

b) Seis libros pueden colocarse en una estanteria de permutaciones de 6 maneras distintas.
Pe=6!=6-5-4-3-2-1=720.

¢) Cinco personas pueden sentarse en una fila de 5 butacas de Ps = 5! = 120 maneras distintas.

« Permutaciones con repeticion

Cuando en una permutacion puede repetirse alguno de los elementos que intervienen se habla
de permutaciones con repeticion. En cada caso hay que indicar el nimero de veces que puede
repetirse el elemento en cuestion.

La definicion de permutaciones con repeticion es la siguiente:

Una permutacion con repeticion de m elementos, en los que un elemento A se repite a veces,
otro B se repite b veces y otro C se repite ¢ veces, con a + b + ¢ =m, es cada uno de los
grupos diferente que pueden formarse de m elementos cada grupo, donde A, B 'y C estan
repetidos a, b y c veces, respectivamente.

Dos de esas permutaciones son diferentes cuando los elementos estan colocados en distinto
orden.

m!

Su ntimero se denota por P**¢ y vale: P*"° = lplcl’
alb!c!

Ejemplos:
a) En el sistema binario solo se utilizan los digitos 0 y 1. Asi, 10011101 es un codigo de 8
cifras en ese sistema. Ese nimero/cédigo esta formado por 5 unos y 3 ceros. Con el mismo
namero de ceros y unos se tienen otros codigos: 11111000, 11100011, ...
Se trata de un caso de permutaciones de de 8 elementos (digitos) en los que el digito 0 se
repite 3 veces y el digito 1 se repite 5 veces. EI nimero de cddigos asi formados es

P53 _ R _ 8 87654321 876 _ 56

° PR, 5131 54321321 321

b) Los nimeros de cinco cifras en los que aparecen 2 cuatros y 3 cincos son:

44555, 45455, 45545, 45554, 54455, 54545, 54554, 55445, 55454 y 55544
Estos grupos son las permutaciones con repeticion de 5 nimeros donde el 4 se repite dos
veces y el 5 se repite 3 veces. Esto es P°.

R __ 5! _54321_54
PR, 2131 21321 21

Su ndmero es P23 =
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8.3. Combinaciones ordinarias

Se dispone de m elementos y se eligen n de ellos, todos distintos. Si el orden en que estan
dispuestos esos elementos no distingue un grupo de otro, cada uno de esos grupos en una
combinacion de n elementos.

El nimero de combinaciones que pueden formarse con m elementos tomados n a n viene dado
por la formula:

m,n

m m! L .
C..= =—————.  — Observa que esa expresion es equivalentea C_ =
m,n m,n

n) n(m-n)!

n
Ejemplos:
a) Entre 20 personas (A, B, C, ...) pueden elegirse muchos grupos de tres de ellas para que los
representen en donde sea menester. Algunas de esas ternas son ABC, ABD, AMN, ...; la
terna ABC es la misma que BAC: no cambia si se colocan en distinto orden, pues son las
mismas tres personas.
En total, el nmero de ternas es C,, ;.

_ V20’3 201918

Cpos =22 = =1140.
® B 321

b) Si se tienen 7 botes de pinturas de distintos colores y se mezclan de tres en tres, en la
misma proporcion, cada uno de los nuevos colores obtenidos es una de las combinaciones de
7 (colores) tomados 3 a 3.

Al mezclar los colores amarillo (A), verde (V) y rojo (R), el color resultante sera idéntico
independientemente del orden de mezcla: AVR, ARV, VAR, VRA, RAV o0 RVA.

Para calcular cuantas combinaciones diferentes pueden formarse, se observa:

— Si se toman 3 botes distintos entre los 7 que hay, el primer bote puede ser cualquiera de los
7, por ejemplo, amarillo (A); el segundo, cualquiera de los 6 botes restantes, por ejemplo, rojo
(R); el tercero, cualquier otro de los 5 que quedan, por ejemplo, verde (V). Se forma asi la
combinacién ARV.

— En total, esas elecciones pueden hacerse de 7 - 6 - 5 formas diferentes (V7,3=7 -6 -5=
210); pero como cada combinacion de tres elementos genera Ps = 3 - 2 - 1 = 6 variaciones
idénticas, el nimero 210 habra que dividirlo entre 6. Por tanto,

V 6

35.

¢) Si en un examen hay que contestar 6 preguntas entre 10 propuestas, las respuestas pueden
darse de combinaciones de 10 preguntas tomadas 6 a 6, pues el orden de contestacion de las
preguntas no cambia el modelo de examen. Dos examenes son diferentes solo cuando
contienen alguna pregunta diferente.

Por tanto, el total de posibles respuestas sera

B (10] 100 10987654321 10987
10,6

- = = =1037=210.
6 6!1(10-6)! 654321:(4321) 4321
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Problemas Propuestos

Experimentos aleatorios. Probabilidad: regla de Laplace

1. En una bolsa hay diez bolas iguales numeradas del 0 al 9 cada una. Si se extraen dos bolas
de forma consecutiva y se anotan sus nimeros:

a) Escribe todos los sucesos elementales que forman el suceso “la primera bola extraida ha
sidoun 5.

b) ¢Cuantos nimeros de dos cifras pueden formarse colocando las bolas por orden de
extraccion?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que el nimero formado sea mayor que 59?

d) ¢Y la probabilidad de que termine en 3?

2. En un juego se sortea cada dia un premio utilizando papeletas con tres cifras, numeradas
del 000 al 999.

a) Calcula la probabilidad de que el nimero premiado termine en 5.

b) Calcula la probabilidad de que el nimero premiado termine en 55.

c) Sabiendo que ayer salié premiado un nimero terminado en 5, calcula la probabilidad de
que el nimero premiado hoy termine también en 5.

3. Se truca una moneda de forma que la probabilidad de salir cara es doble que la de salir
cruz.

a) Si se tira al aire calcula la probabilidad de cada uno de los sucesos elementales.

b) Si se tira dos veces, ¢cuanto vale la probabilidad de obtener dos caras?

c) Si se tira tres veces, calcula la probabilidad de obtener dos cruces y una cara.

4. Pedro y Pablo idean el siguiente juego: cada uno lanza un dado, si la suma de los dados es
mayor que 7, gana Pedro; si la diferencia de ambos es menor que 2, gana Pablo; y en
cualquier otro caso hay empate.

¢ES un juego equitativo?

5. Un juego consiste en lanzar tres monedas al aire. Si salen 3 caras o 3 cruces el jugador gana
7 puntos; en caso contrario el jugador pierde 2 puntos.

a) ¢Cuél es la probabilidad de ganar en la primera tirada?

b) ¢Cudl es la probabilidad de perder las dos primeras tiradas y ganar la tercera?

C) ¢Es un juego equitativo?

6. Al hacer tres lanzamientos de un dado y sumar sus resultados se alcanz una puntuacion
total de 12.

a) ¢Cual es la probabilidad de que en el primer lanzamiento se obtuviera un 6?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que en alguno de los lanzamientos se obtuviera un 6?

c) ¢Cual es la probabilidad de que en ninguno de los lanzamientos se obtuviera un 6?

7. Se hacen tres lanzamientos de un dado con las caras numeradas del 1 al 6. Si en el primer
lanzamiento sale un 3, ;qué es méas probable, que la suma de las puntuaciones sea un numero
par o que tal suma sea impar?
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8. Los estudiantes de 1° y 2° de Bachillerato de un

centro escolar se distribuyen por curso y sexo como se Curso | Chicos | Chicas | Total

indica en la tabla, aunque hay nimeros desconocidos: 12 60 a 130
a) Completa los numeros que faltan. 2 b 65 ¢

b) Se elige un estudiante al azar y se consideran los Total 110 d 245

siguientes sucesos:
A = “sea una chica”; B = “sea de 1°”; C = “sea una chica de 2°”’; D = “sea un chico de 1°”
F =“sea de 1° si se sabe que es un chico”; G = “sea un chico si se sabe que es de 1°”
Calcula la probabilidad de cada uno de los sucesos anteriores.

9. (Propuesto en ABAU 2018, Galicia)

En las rebajas de unos grandes almacenes estan mezcladas y a la venta 200 bufandas de la
marca A, 150 de la marca B y 50 de la marca C. La probabilidad de que una bufanda de la
marca A sea defectuosa es 0,01; 0,02 si es de la marca B y 0,04 si es de la marca C. Una
persona elige una bufanda al azar:

a) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida sea de la marca A o defectuosa.

b) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida no sea defectuosa ni de la marca C.

c¢) Si la bufanda elegida no es defectuosa, ¢cual es la probabilidad de que sea de la marca B?

10. Se tienen dos sucesos aleatorios A 'y B y se conocen las probabilidades P(A)=0,7;
P(B)=0,6 y P(AUB)=0,85. Calcula:

a) P(ANB) b) P((AnB)®)

c) La probabilidad de que se cumpla solo uno de los dos sucesos.

Probabilidad: propiedades

11. Se tienen dos sucesos aleatorios A y B y se conocen las probabilidades:
P(A)=0,4; P(B)=0,2y P(AUB)=0,5.
a) ¢Son los sucesos A 'y B incompatibles? b) ¢Son sucesos independientes?

12. Se tienen dos sucesos aleatorios A y B y se conocen las probabilidades:
P(A)=0,4; P(B)=0,5y P(AUB)=0,7.

a) ¢Son los sucesos A 'y B incompatibles? Razona la respuesta.

b) ¢Son sucesos independientes? Razona la respuesta.

13. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,4; P(AUB) = 0,5;
P(B/A) = 0,5. Calcula:

a) P(AB) b) P(B) ¢) P(A/B)

14. Se consideran los sucesos A, B y C de un experimento aleatorio tales que: P(A) = 0,09;
P(B)=0,07y P(AUB)=0,97. Ademas, los sucesos A y C son incompatibles.

a) Estudia si los sucesos A 'y B son independientes. b) Calcula P(ANB/C).

15. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, de los que se conocen las
probabilidades P(A) = 0,65 y P(B) = 0,30. Determina las probabilidades que deben asignarse a
los sucesos A U By A B en cada uno de los siguientes supuestos:

a) Si Ay B fuesen incompatibles. b) Si Ay B fuesen independientes. c) Si P(A/B) = 0,40.
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16. Los resultados académicos de cierto grupo de Bachillerato muestran que la probabilidad de
aprobar Matematicas es 0,6 y la de aprobar Economia 0,7. Ademas, la probabilidad de aprobar
las dos asignaturas es 0,45. Si en ese grupo se elige un alumno al azar, cuanto vale la
probabilidad de que:

a) Apruebe alguna de las dos asignaturas.

b) Apruebe solamente una de las dos asignaturas.

¢) No apruebe ninguna de las dos asignaturas.

d) ¢Es independiente aprobar Matematicas de aprobar Economia?

17. Una alarma de seguridad tiene instalados dos indicadores. Ante una emergencia los
indicadores se activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer
indicador es 0,95 y de que se active el segundo es 0,90. Halla la probabilidad de que ante una
emergencia:

a) Se active solo uno de los indicadores. b) Se active al menos uno de los dos indicadores.

18. Marta y Caty son jugadoras de baloncesto. Marta encesta 2 de cada 5 tiros; Caty, 3 de
cada 7. Si ambas tiran a canasta una sola vez, calcula la probabilidad de los siguientes
sucesos:

a) Ambas han encestado. b) Ninguna ha encestado.

¢) Solo Marta ha encestado. d) Al menos una ha encestado.

19. En un IES hay dos grupos que cursan Matematicas Il. En el primero el 55 % de los
estudiantes son hombres y en el segundo, son mujeres el 60 %. Se elige al azar un estudiante
de cada grupo.
a) Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

A = “Ambos son mujeres”; B = “Solo uno es mujer”: C = “Los dos son hombres”
b) Razona si el suceso contrario del suceso Aesel B, el C,el B C, el B u C o algin otro
suceso Yy calcula su probabilidad.

20. En un proceso de fabricacion se sabe que la probabilidad de que un producto sea
defectuoso es 0,1. Si se selecciona una muestra aleatoria de 3 productos:

a) ¢Cual es la probabilidad de que solo el segundo sea defectuoso?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que, al menos, uno de los tres sea defectuoso?

c) ¢Cual es la probabilidad de que haya exactamente uno defectuoso?

Probabilidad condicionada vy total: Bayes

21. Hace dos dias me presentaron un matrimonio, y me dijeron que tenian dos hijos. Ayer me
enteré de que uno de los hijos se llamaba Ramiro, y hoy he sabido que éste es el mayor de los
dos hermanos. ;Como ha ido variando, con el proceso de la informacion recibida, la
probabilidad de que los dos hijos sean varones? Determina estas probabilidades.

22. Sean A 'y B dos sucesos independientes de un mismo experimento aleatorio, tales que
P(A)=0,4y P(B)=0,5. Calcula las siguientes probabilidades:
a) P(AnB) b) P(Au B) c) P(A/B) d) P(B/A)

23. Sean A 'y B dos sucesos incompatibles de un mismo experimento aleatorio, tales que
P(A)=0,4y P(B)=0,5. Calcula las siguientes probabilidades:

a) P(ANB) b) P(AUB) c) P(A/B) d) P(B/A)
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24. Segun la revista Allmovil, el 63 % de los usuarios de mavil en Espafia tiene un
“Smartphone”. Entre los propietarios de este tipo de teléfono, el 77 % lo emplea para su
conexidn habitual a internet. Sin embargo, entre los propietarios de otros tipos de teléfono
movil solo el 8 % lo emplea para la conexion habitual a internet. Calcula la probabilidad de
conectarse habitualmente a internet a través del teléfono movil.

25. Sobre una mesa hay dos bolsas iguales opacas. Una de ellas contiene 2 bolas verdes y 3
rojas; la otra, 4 bolas verdes y 1 roja.

a) Si se elije una bolsa al azar y se extrae una bola, ¢cudl es la probabilidad de que la bola
extraida sea roja?

b) Si se elije una bolsa al azar y se extraen dos bolas, ¢cuél es la probabilidad de que las bolas
sean de distinto color?

26. Una caja contiene 7 bolas blancas y 10 negras. Se extrae al azar una bola y se
sustituye por dos del otro color. A continuacidn se extrae una segunda bola. Calcula la
probabilidad de que:

a) La segunda bola sea blanca.

b) La segunda bola sea del mismo color que la primera.

27. Se dispone de un dado cubico equilibrado y dos urnas Ay B. La urna A contiene 3 bolas
rojas y 1 negras; la urna B contiene 3 rojas y 2 negras. Se lanza el dado: si el numero obtenido
es par se extrae una bola de la urna A; en caso contrario se extrae una bola de la urna B.

a) ¢ Cuél es la probabilidad de extraer una bola roja?

b) Si la bola extraida es roja, ¢cual es la probabilidad de que sea de la urna A?

28. Se tiene una urna con 3 bolas blancas y 2 negras. Se saca una bola al azar que se introduce en
otra urna que contiene 3 bolas blancas y 5 negras. De esta urna se extrae una segunda bola.
Calcula:

a) La probabilidad de que segunda sea blanca si la primera fue blanca.

b) La probabilidad de que la primera bola sea blanca y la segunda negra.

c) La probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color.

d) La probabilidad de que las dos bolas sean blancas.

e) La probabilidad de que la segunda bola sea blanca.

f) La probabilidad de que la primera hubiese sido blanca si la segunda fue blanca.

Combinatoria

29. En una empresa trabajan 7 mujeres y 12 hombres. Si se seleccionan 3 personas al azar,
halla la probabilidad de que se seleccionen 2 mujeres y un hombre.

30. En una bolsa hay 7 bolas blancas y 9 negras. Si se extraen a la vez 3 bolas al azar, calcula
la probabilidad de que:

a) Las 3 bolas sean negras. b) Una sea negra y las otras 2 blancas.

¢) Dos sean negra y 1 blanca. d) Al menos 1 sea blanca.

31. Un examen de oposicién consiste en desarrollar por escrito un tema de un total de 50. El
tribunal elige al azar 2 temas y cada candidato debe contestar correctamente uno de los dos.
a) Halla la probabilidad de que un candidato apruebe la oposicidn si se sabe solo 35 temas.

b) Si los opositores tienen que contestar correctamente a los dos temas elegidos, ¢cual sera la
probabilidad de aprobar que tiene otro candidato que se sabe 40 de los 50 temas?
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32. (Propuesto en Selectividad, 2013. Castilla La Mancha)

En un temario para la oposicidn a una plaza, hay 25 temas de los cuéles 5 son de
legislacion y el resto del contenido propio de la plaza. Cada opositor elige al azar dos temas.
Obviamente el mismo tema no puede salir dos veces.

a) ¢ Cuél es la probabilidad de que de los dos temas elegidos ninguno sea de legislacién?

b) Si un opositor ha estudiado 10 temas de los 25, ¢cudl es la probabilidad de que de los dos
temas escogidos al menos uno sea de los que ha estudiado?

33. En un grupo de 12 cartas de la baraja espafiola hay 5 oros, 4 espadas y 3 copas. Si se
barajan las 12 cartas, ¢cudl es la probabilidad de que las tres de copas queden juntas?

Otros problemas

34. (Propuesto en Selectividad, 2013. Castilla'y Ledn)

El 70 % de las compras de un supermercado las realizan mujeres. EI 80 % de las
compras realizadas por éstas supera los 20 €, mientras que so6lo el 30% de las realizadas
por hombres supera esa cantidad.

a) Elegido un ticket de compra al azar, ;cual es la probabilidad de que supere los 20 €?

b) Si se sabe que un ticket de compra no supera los 20 €, ;cual es la probabilidad de que la
compra la hiciera una mujer?

35. (Propuesto en Selectividad, 2013. Andalucia)

Se cree que hay una vuelta hacia estilos de baile méas populares, por lo que se realiza una
encuesta a estudiantes de bachillerato, resultando que al 40 % les gusta la salsa, al 30 % les
gusta el merengue y al 10 % les gusta tanto la salsa como el merengue.

a) ¢Cual es la probabilidad de que a un estudiante le guste el merengue si le gusta la salsa?
b) ¢ Y la de que a un estudiante le guste el merengue si no le gusta la salsa?

¢) (Son independientes los sucesos “gustar la salsa” y “gustar el merengue”? ;Son
compatibles?

36. (Propuesto en Selectividad, 2013. Comunidad Valenciana)

El 50 % de los jovenes de cierta poblacion afirma practicar el deporte A 'y el 40 % afirma
practicar el deporte B. Ademas, se sabe que el 70 % de los jovenes de dicha poblacion
practica el deporte A o el B. Si seleccionamos un joven al azar, se pide:

a) La probabilidad de que no practique ninguno de los dos deportes

b) La probabilidad de que practique el deporte A y no practique el deporte B.

c) Si practica en deporte B, ¢cudl es la probabilidad de que practique el deporte A?

d) ;Son independientes los sucesos “Practicar el deporte A” y “Practicar el deporte B”? ¢Por
qué?

37. Una urna A contiene 5 bolas rojas y 3 verdes. Otra urna B contiene 3 bolas rojas y 1 verde.
Se extrae al azar una bola de la urna A 'y, sin mirarla, se pasa a la urna B. A continuacion, se
extraen sin reemplazamiento dos bolas de la urna B. Halla la probabilidad de que:

a) Ambas bolas sean de color rojo. b) Ambas bolas sean de distinto color.

38. a) De una baraja espafiola (40 cartas; 4 “palos”: oros, copas, espadas y bastos) se extrae
una carta y se vuelve a introducir repitiendo esta operacion tres veces. ¢Cual es la
probabilidad de sacar tres oros?

b) De la misma baraja se extraen tres cartas a la vez. ;Cual es la probabilidad de que las tres
sean copas? ¢ Y de que ninguna sea de copas?
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39. Se lanzan n dados al aire, calcula (en funcion de n) la probabilidad p de obtener una suma
de puntos igual a n + 1. Determina los valores de n para los cuales p > 0,01.

40. (Propuesto en Selectividad, 2012. Madrid)
1

Se consideran dos sucesos A 'y B tales que: P(A) = %; P(B/A) = %; P(AUB) = >
Calcula razonadamente:
a) P(ANB) b) P(B) c) P(B/A) d) P(A/B)

41. Se van a sortear 4 viajes a Roma entre 40 personas utilizando una baraja de 40 cartas. Se
reparte una carta por persona y cada una de las que ha obtenido un rey (R) gana un viaje.
Calcula la probabilidad de que gane un viaje:

a) La primera persona que recibe la carta.

b) La segunda persona que recibe la carta.

¢) Ninguna de las dos primeras personas gane el viaje.

42. Cuatro personas suben a un autobus cuando s6lo quedan cinco paradas mas para el final
de la linea. Suponiendo que todos tienen igual probabilidad de bajarse en cualquier parada,
halla las probabilidades siguientes:

a) Que esas cuatro personas se bajen en la misma parada.

b) Que no baje ninguna de ellas en las primeras tres paradas.

¢) Que en las primeras cuatro paradas baje una de esas personas en cada parada.

*Mas problemas de EBAU y EVAU.

Soluciones
1. b) 90. c) 2/5. d) 1/10. 21. 1/4; 1/3; 1/2.
2. a) 1/10. b) 1/100. c) 1/10. 22.a)0,2.b)0,7.¢) 0,4.d) 0,5.
3.a) 1/3; 2/3. b) 4/9. ¢) 2/9. 23.2)0.b)0,9.c)yd)O0.
4. Favorable a Pablo. 24.0,5147.
5. a) 1/4. b) 9/64. c) Es ventajoso para el 25. a) 2/5. b) 1/2.
jugador. 26. a) 22/51. b) 22/51.
6. a) 1/5. b) 3/5. c) 2/5. 27.27/40. b) 5/9.
7. Son equiprobables. 28.a) 4/9. b) 1/3. c¢) 7/15. d) 4/15. e) 18/45.
8. a) 135/245; 130/245; 65/245; 60/245; f) 2/3.
60/110; 60/130. 29. 252/969.
9. a) 41/80. b) 69/80. c) 147/393. 30. a) 0,15. b) 0,3375. ¢) 0,45. d) 0,85.
10. a) 0,45. b) 0,55. ¢) 0,40. 31.a) 0,9143. b) 0,6367.
11. a) No. b) No. 32. a) 19/30. b) 39/60.
12. a) No. b) Si. 33. 1/22.
13.a) 0,2.b) 0,3. c) 2/7. 34. a) 0,65. b) 56/65.
14. a) No. b) 0. 35. a) 1/4. b) 1/3. c) No.
15. a) 0,95; 0. b) 0,755; 0,195. c) 0,83; 36. a) 0,30. b) 0,20. c) 1/2. d) Si.
0,12. 37. a) 35/96. b) 1/2.
16. a) 0,85. b) 0,40. c¢) 0,15. d) No. 38. a) 1/64. b) 3/247.
17.a) 0,14. b) 0,995. 39.n/6";n=1,2, 3.
18. a) 6/35. b) 12/35. c) 8/35. d) 23/35. 40. a) 1/12. b) 1/4. c) 3/4. d) 2/3.
19.a) 0,27; 0,51; 0,22. b) B U C; 0,73. 41. a) 1/10. b) 1/10. ¢) 119/156.
20. a) 0,081. b) 0,271. c¢) 0,243. 42. a) 1/125. b) 16/625. c) 24/6.
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